"Ihre Sorgen möchten wir haben" by Wallner, Mario Paul
DIPLOMARBEIT
Titel der Diplomarbeit
 Ihre Sorgen möchten wir haben
- mathematische Berechnungsgrundlagen in der Lebensversicherung
angestrebter akademischer Grad
Magister der Naturwissenschaften (Mag. rer. nat.)
Verfasser: Mario Paul Wallner
Matrikelnummer: 9873157
Studienrichtung: UF Mathematik, UF Chemie (A 190 406 423)
Betreuer: Ao. Univ.-Prof. Mag. Dr. Stefan Götz
Wien, im September 2008
Inhaltsverzeichnis
1. Einleitung 1
2. Deﬁnition und allgemeine Begriﬀserläuterung 3
2.1. Der Begriﬀ des Risikos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2. Die Lebensversicherung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3. Das Versicherungsmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3. Die Geschichte des Versicherungswesens 13
4. Mathematische Rechnungsgrundlagen 17
4.1. Finanzmathematische Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.1.1. Die Zinsrechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.1.2. Rentenrechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.2. Stochastische Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2.1. Sterbetafeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2.2. Modellbildung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2.3. Sterblichkeitsintensität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.2.4. Mathematische Verteilung der zufälligen restlichen Lebensdauer . . . 42
4.2.5. Die gestutzte Lebensdauer des x-jährigen . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5. Versicherungsleistungen 46
5.1. Versicherungsleistungen durch Einmalzahlungen . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.1.1. Die t-jährige Lebensversicherung auf den Todesfall . . . . . . . . . . . 51
5.1.2. Die t-jährige Lebensversicherung auf den Erlebensfall . . . . . . . . . 56
5.1.3. Die t-jährige gemischte Kapitallebensversicherung . . . . . . . . . . . 57
5.1.4. Einige Standardtypen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
I
Inhaltsverzeichnis
5.1.5. Ein Rechenbeispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.2. Versicherungsleistungen durch Leibrenten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.2.1. Vorschüssige lebenslängliche Leibrenten . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.2.2. Temporäre Renten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.2.3. Nachschüssige lebenslängliche Leibrenten . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.2.4. Unterschiedliche Renten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.2.5. Rekursionsformeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.2.6. Ein Rechenbeispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
6. Prämien und Deckungskapital 74
6.1. Prämienzahlungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.1.1. Prämienzahlungen bei einer Todesfallversicherung . . . . . . . . . . . 75
6.1.2. Prämienzahlungen bei einer gemischten Versicherung . . . . . . . . . 76
6.1.3. Warum wird mehr als die Nettoprämie bezahlt? . . . . . . . . . . . . 77
6.1.4. Prämienberechnungen von verschiedenen Versicherungsformen . . . . 81
6.1.5. Prämienrückgewähr und ein Rechenbeispiel . . . . . . . . . . . . . . . 85
6.1.6. Der stochastische Zinssatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.2. Das Nettodeckungskapital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.2.1. Deckungskapital bei einer gemischten Versicherung . . . . . . . . . . 89
6.2.2. Deckungskapital bei einer temporären Todesfallversicherung . . . . . 94
6.2.3. Deckungskapital bei einer lebenslänglichen Todesfallversicherung . . . 95
6.2.4. Rechenbeispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
7. Versicherungen auf mehrere Leben 104
8. Der Einbezug der Kosten 112
8.1. Die ausreichende Prämie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
8.2. Das ausreichende Deckungskapital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
8.2.1. Das ausreichende Deckungskapital bei einer gemischten Versicherung 120
8.2.2. Das ausreichende Deckungskapital bei einer lebenslänglichen Todes-
fallversicherung mit lebenslänglicher Beitragszahlungsdauer . . . . . . 128
8.2.3. Das ausreichende Deckungskapital bei einer lebenslänglichen Todes-
fallversicherung mit abgekürzter Beitragszahlungsdauer . . . . . . . . 129
II
Inhaltsverzeichnis
A. Sterbetafeln und Barwerte von Leibrenten 133
A.1. Sterbetafeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133




In der vorliegenden Arbeit werden die wesentlichen Berechnungsgrundlagen zur Lebensver-
sicherungsmathematik behandelt. Die Arbeit ist didaktisch so gestaltet, dass sie auch von
Leuten, die sich vorher noch nie mit dieser Materie beschäftigt haben, verstanden werden
kann. Eine gewisse mathematische Allgemeinbildung sollte jedoch schon vorhanden sein um
die Arbeit zu verstehen.
In der heutigen Zeit, wo beinahe jede Person in irgendeiner Art und Weise versichert ist
und die meisten Leute auch eine Lebensversicherung, sei es als Altersabsicherung oder als
Kapitalanlage, abgeschlossen haben, sind Begriﬀe wie Prämien, Versicherungssumme oder
Versicherungslaufzeit allgegenwärtig. Auf diversen Websites von Versicherungsgesellschaften
kann man mittels eines so genannten Prämienkalkulators unter Eingabe der erforderlichen
Daten berechnen lassen, wie hoch die monatlichen, vierteljährlichen bzw. jährlichen Prämien
für eine bestimmte Versicherung ausfallen werden.
Diese Arbeit soll interessierten Lesern und Leserinnen einen Einblick darin gewähren, wie die
Prämienkalkulation grundsätzlich funktioniert. Auch der wesentliche Aspekt des Einbezie-
hens der Kosten, die beim Abschluss einer Versicherung entstehen, in die Prämienkalkulation
wird aufgezeigt.
Die praktische Anwendung der angeführten und hergeleiteten Formeln wird in zahlreichen
Beispielen numerisch illustriert. Dies soll wesentlich zum besseren Verständnis der Thematik
beitragen.
Der inhaltliche Aufbau ist so gestaltet, dass nach einer allgemeinen Begriﬀserläuterung und
einem geschichtlichen Abriss zuerst auf die mathematischen Hintergründe wie Finanzma-
thematik, Rentenrechnung und Wahrscheinlichkeitstheorie, die für das Verständnis dieses
Themengebiets erforderlich sind, eingegangen wird. Nach einem kurzen Überblick über die
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Berechnung von verschiedenen (Versicherungs-)Leistungsbarwerten werden die Prämienbar-
werte von Nettoprämien und Nettodeckungskapitalien behandelt. Dann wird auf eine häuﬁg
abgeschlossene Versicherungsart, nämlich der Versicherung auf mehrere Leben, eingegangen.
Abschließend soll das Kapitel über den Einbezug der Kosten den Themenkomplex abrunden.
ii
1. Einleitung
In der heutigen Gesellschaft gibt es nur sehr wenige Menschen, die nicht in irgendeiner Art
und Weise versichert sind. Um den Sicherheitsbedürfnissen der Bevölkerung nachzukom-
men, gibt es nahezu keine Bereiche des täglichen Lebens, für die man keine Versicherung
abschließen kann. Die Liste reicht von KFZ-Pﬂichtversicherungen über Haushaltsversiche-
rungen, Versicherungen für Unwetterschäden und vielen mehr hin zu Lebensversicherungen.
Eben diesen verschiedenen Lebensversicherungstypen und hier speziell den mathematischen
Berechnungsgrundlagen widmet sich diese Arbeit.
Gerade im Bereich der Lebensversicherungen gibt es die verschiedensten Angebote unter-
schiedlicher Versicherungsunternehmen. Für gewöhnlich wird dem Interessenten an einer
derartigen Versicherung ein Angebot vorgelegt, das bereits die genauen Ergebnisse für Prä-
mien, Laufzeit usw. enthält. Auf die Wünsche des Versicherungsnehmers kann in den meisten
Fällen punktgenau eingegangen werden (Art und Häuﬁgkeit der Prämienzahlungen, Versi-
cherungssumme, usw.). In der Praxis werden diese Angebote von Experten erstellt und die
Prämienhöhe usw. von Computerprogrammen berechnet. Vielleicht haben auch Sie sich schon
einmal gefragt, nach welchen Gesichtspunkten eigentlich die Prämienhöhe zustande kommt.
Wie hat beispielsweise eine bestimmte Versicherungsgesellschaft für eine gemischte Versiche-
rung (also eine Versicherungsform, bei der sowohl im Er-, als auch im Ablebensfall am Ende
bzw. während der Laufzeit eine bestimmte Versicherungssumme ausbezahlt wird) mit einer
zehnjährigen Laufzeit und einer Versicherungssumme von 20000 e gerade eine monatliche
Prämie von 176,95 e errechnet?
Diese Arbeit soll nun einen Einblick darin geben, welche mathematischen Anforderungen
diesen Berechnungen zu Grunde liegen und wie Lebensversicherungsunternehmen die von den
versicherten Personen zu zahlenden Prämien kalkulieren müssen, um ein weiteres Bestehen
des Unternehmens garantieren zu können. Es ist schließlich im Interesse beider Seiten (also
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des Versicherers und des Versicherten), dass ein Fortbestehen der Versicherungsgesellschaft
gewährleistet ist.
Die Lebensversicherungsmathematik an sich gibt es schon seit dem 19. Jahrhundert. Die
anfänglichen Berechnungsgrundlagen und ihre mathematischen Hintergründe, wie zum Bei-
spiel die Berechnungen der Prämien und Deckungskapitalien mittels Kommutationszahlen,
werden hier nicht behandelt, da dies den Rahmen der Arbeit sprengen würde. Ebenso wird
aus dem selben Grund auf die unterjährige Prämienkalkulation in dieser Diplomarbeit keine
Rücksicht genommen.
Diese Arbeit ist bewusst so verfasst, dass sie für Leser, die ein mathematisches Grundwissen
besitzen, auch als Laien auf dem Gebiet der Lebensversicherungsmathematik verständlich
sein sollte. Dieser Anspruch hat zur Folge, dass zahlreiche Beispiele vollständig mit Lösungs-
ansätzen und Lösungen durchgerechnet sind und alle notwendigen Beweise und Herleitungen
für diverse Formeln durchgeführt sind.
Das erklärte Ziel dieser Arbeit ist es also, dass der Leser eine solide Grundvorstellung davon
hat, wie in der Lebensversicherungsmathematik Prämien, Deckungskapitalien etc. berech-
net werden, und wie die Kosten, die dem Versicherungsunternehmen beim Abschluss einer
Versicherung entstehen, in die Prämien eingerechnet werden können, nachdem er sich mit
dieser Arbeit auseinandergesetzt hat. Außerdem wird auf Versicherungsformen eingegangen,
bei denen mehrere Personen versichert sind (Versicherungen auf mehrere Leben).
Ich hoﬀe mit dieser Arbeit Laien auf dem Gebiet der Versicherungsmathematik einen Einblick
in die mathematischen Berechnungsgrundlagen gegeben zu haben und ein gewisses Interesse
für eine weitere Auseinandersetzung mit dem Thema geweckt zu haben. Für auf diesem
Gebiet schon bewanderte Leser soll diese Arbeit eine übersichtliche Zusammenschau der
wesentlichen Inhalte bieten.
In dieser Arbeit wird bewusst auf die weibliche Form, wie sie im Sinne der gendergerechten
Sprache üblich ist, verzichtet. Dies soll jedoch keine Geringschätzung des weiblichen Ge-
schlechts zum Ausdruck bringen, es soll dadurch lediglich eine bessere Lesbarkeit des Textes
erreicht werden.
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Begriﬀserläuterung
Zuerst möchte ich erläutern, was man allgemein unter einer Versicherung versteht. Aus Sicht
eines Juristen liegt jeder Versicherung ein mehrseitiger Vertrag zugrunde, indem sich sowohl
der Versicherer, als auch der Versicherte gegenseitig verpﬂichten.
Münz deﬁniert den Begriﬀ Versicherung als eine auf Gegenseitigkeit beruhende wirtschaftli-
che Veranstaltung zwecks Deckung zufälligen schätzbaren Vermögensbedarfes (Münz, 1932,
S.2).
Wie aus dieser Deﬁnition hervorgeht, ist einer der wesentlichsten Begriﬀe im Versicherungs-
wesen der Begriﬀ der Gegenseitigkeit (bzw. Solidarität). Darunter versteht man, dass eine
große Anzahl von Personen bereit ist über einen längeren Zeitraum ein gewisses Kapital
anzusparen um in augenblicklich notwendigen Situationen den Vermögensbedarf einer oder
mehrerer versicherten Personen decken zu können.
Ein Versicherungsnehmer wird einen Versicherungsvertrag nur dann abschließen, wenn die
von ihm zu zahlende Prämie im Verhältnis zur Höhe der versicherten Schäden niedrig aus-
fällt. Im Gegensatz dazu liegt das Interesse des Versicherungsunternehmers an einer hohen
Prämie und geringen Auszahlungen. Der Ausgleich dieser Interessen ist über den Begriﬀ
der Solidarität möglich, auch wenn im Zusammenhang mit dem Versicherungswesen im all-
gemeinen selten von Solidarität gesprochen wird. Die schon erwähnte Gegenseitigkeit ist
Voraussetzung dafür, dass die Prämien einerseits ausreichend sind, andererseits aber gering
gehalten werden können.
Ein nicht minder wichtiger Begriﬀ in dieser Deﬁnition (besonders auch im Hinblick auf die
stochastischen Rechnungsmodelle im Versicherungswesen) ist jener des Zufalls.
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Er ist insoferne begriﬀsnotwendig, als in jeder Versicherung, sei sie Lebensver-
sicherung oder welcher Art immer, ein Zufallsfaktor vorhanden sein muss, das
heißt, ein Umstand, dessen Eintritt oder Nichteintritt vom Willen des Versiche-
rers sowohl als auch des Versicherten völlig unabhängig ist. (Münz, 1932, S.3)
Wenn die Versicherung durch das Eintreten dieses zufälligen Ereignisses auszahlen muss,
nennt man das in der Versicherung den Schadensfall bzw. den Versicherungsfall.
Aufgrund dieses Zufalls ist es in der Versicherungswirtschaft äußerst schwierig den Preis für
ein Produkt festzusetzen.
Das Problem der Bestimmung einer ausreichenden Prämie entsteht dadurch,
dass einerseits bei Abschluss eines Versicherungsvertrages die Prämie festgelegt
werden muss und es andererseits ungewiss ist, ob und in welcher Höhe Versiche-
rungsleistungen fällig werden und in welchem Umfang Prämienzahlungen erfol-
gen. (Schmidt, 2005, S.1)
So ist zum Beispiel bei einer Unfallversicherung von vornherein nicht klar, wie viele Scha-
densfälle eintreten werden und in welchem Ausmaß die Versicherungsleistungen im einzelnen
ausfallen werden. Bei anderen Versicherungsarten variieren ebenfalls die bekannten und un-
bekannten Größen für die Berechnung der Prämie. Auf die unterschiedlichen Typen in der
Lebensversicherung wird später noch genauer Bezug genommen.
Da es sich beim Versicherungsmarkt auch um einen Markt im wirschaftlichen Sinn handelt,
kann natürlich auch über die Prämien verhandelt werden. Es wäre jedoch äußerst proble-
matisch, wenn man die Bestimmung der Prämien nur dem freien Spiel von Angebot und
Nachfrage überlassen würde, da sowohl Versicherungsnehmer, als auch Versicherungsunter-
nehmer Gefahr laufen könnten nicht die entsprechenden Leistungen zu erhalten. Das wäre
im Falle des Versicherungsnehmers ein nicht ausreichender Schutz im Schadensfall und im
Falle des Versicherungsunternehmers eine zu niedrige Prämie, die den gewünschten Gewinn
unmöglich macht, was im schlimmsten Fall sogar in einem Insolvenzverfahren enden kann.
An diesem Punkt wird die Bedeutung der Versicherungsmathematik oﬀensichtlich. Um eine
ausreichende Prämie zu bestimmen ist es unabdingbar die Risiken richtig zu bewerten. Eben
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dies ist Gegenstand der Versicherungsmathematik, die mathematische Modelle und Metho-
den zur Bewertung dieser Risiken einsetzt. Da bei Abschluss eines Versicherungsvertrages
ungewiss ist, ob und in welcher Höhe Versicherungsleistungen zu erbringen sind, müssen
versicherungsmathematische Modelle und Methoden den Zufall berücksichtigen. (Schmidt,
2005, S.2f). Die Versicherungsmathematik ist daher der mathematischen Stochastik zuzu-
schreiben. Krengel (1998, S.1) nennt diese auch Mathematik des Zufalls.
Im Bereich der Lebensversicherung besteht das mathematische Modell zum Beispiel dar-
in, dass man aufgrund von Sterbetafeln versucht die Lebensdauer der versicherten Person
abzuschätzen.
2.1. Der Begriﬀ des Risikos
Disch (2002) unterscheidet in seinem Buch Kalkulation und Rechnungsgrundlagen in der
Lebensversicherung (S.5) zwei Kategorien des menschlichen Handelns und Entscheidens.
1. Deterministische Vorgänge und Entscheidungen
Anhand bestimmter Voraussetzungen kann der Ausgang eines Vorgangs, der aus be-
stimmten Entscheidungen hervorgegangen ist, genau deﬁniert und abgegrenzt werden.
Der Endzustand kann also ohne jeden Zweifel vorausgesagt werden.
Beispiel: Rechnet man 7 - 4 in unserem gebräuchlichen Zahlensystem, so ergibt sich
das deterministische Ergebnis 3.
2. Stochastische Vorgänge und Entscheidungen
Der Endzustand ist im Gegensatz zu den deterministischen Vorgängen nur mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit voraussagbar.
Beispiel: Gehen wir vom Wurf einer Münze aus, so sind die möglichen Ergebnisse dieses
Vorgangs stochastischer Natur.
Im alltäglichen Leben sind die meisten Vorgänge, Handlungen und Entscheidungen eine
Mischform aus deterministischen und stochastischen Vorgängen.
In diesem Sinne versteht man unter Risiko die Möglichkeit, dass es zu einer negativen Abwei-
chung des Zieles eines handelnden Menschen kommen kann. In deterministischen Vorgängen
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ist daher das Risiko immer gleich Null. Erst in stochastischen Vorgängen gewinnt es an
Bedeutung.
2.2. Die Lebensversicherung
Auch hier soll am Beginn eine Deﬁnition des Begriﬀs nach Münz angeführt werden.
Die Lebensversicherung ist eine wirtschaftliche Einrichtung, welche dazu dient,
mittels Abschlusses und Erfüllung eines bestimmten Vertrages schädliche öko-
nomische Wirkungen des Ablebens einer Person von gewissen Hinterbliebenen
derselben möglichst abzuwehren und welche weiters dazu dienen kann, den einen
Vertragsteil bei Erreichung eines im Voraus bestimmten Lebensalters oder Zeit-
punktes in den Besitz eines bestimmten Kapitals oder den Genuss einer Rente
bis zum Lebensende zu setzen. (Münz, 1932, S.7f)
Eine andere Deﬁnition von Lebensversicherung gibt Koller:
Man kann eine Lebensversicherung immer als Wette auﬀassen; je nach dem
Ausgang dieser Wette bekommt man eine Leistung, oder man bezahlt die Ver-
sicherungsprämie ohne Gegenleistung der Versicherungsgesellschaft. Aus diesem
Sichtwinkel heraus kann man die Lebensversicherung als einen Teil der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung betrachten. (Koller, 2000, S.1)
Das versicherbare Risiko in der Lebensversicherung
In der Versicherungsbranche lassen sich folgende vier Gruppen unterscheiden, um ein Risiko
zu beschreiben:
1. die Gefahr
z. B. des Todes, der Berufsunfähigkeit usw.
2. der Versicherungsnehmer




Damit ist der tatsächlich eingetretene Versicherungs- oder Schadensfall für die Versi-
cherungsgesellschaft gemeint.
4. die Entschädigung
z. B. die Versicherungssumme bzw. die zu zahlende Rente.
Je nachdem, welches dieser Risiken von der Versicherung abgedeckt wird, unterscheidet man
bei der Lebensversicherung verschiedene Typen. Diese sind laut Koller (2000, S.2):
• Versicherungen auf Leben und Tod
• Erwerbsunfähigkeitsversicherungen
• Krankenversicherungen
Versicherungen auf Leben und Tod
In diesem Fall hängt die Versicherungsleistung von der Lebensdauer des Versicherten ab. Die
Versicherung wird also darauf abgeschlossen, ob die versicherte Person zu einem bestimmten
Zeitpunkt noch lebt oder schon verstorben ist. Auch was Versicherung auf Leben und Tod
betriﬀt, können wieder verschiedene Versicherungsarten unterschieden werden:
Die Erlebensfallversicherung
Wird ein bestimmtes festgesetztes Alter von dem Versicherten erreicht, wird ihm von der
Versicherungsgesellschaft bis zu einem vertraglich festgesetzten Zeitpunkt oder bis zu seinem
Tod in periodischen Abständen (monatlich, vierteljährlich oder jährlich) eine Rente in fest-
gesetzter Höhe ausbezahlt. Diese Auszahlung kann entweder vorschüssig oder nachschüssig
passieren. Es ist auch möglich, dass die Auszahlung der Versicherungssumme einmalig bei
Erleben eines festgesetzten Termins erfolgt.
Die Todesfallversicherung
Falls der Versicherte ein bestimmtes festgesetztes Alter nicht erreicht, erhalten die Hinter-
bliebenen das für diesen Fall vereinbarte Kapital. Sollte das festgesetzte Alter überschritten
werden, wird nicht ausgezahlt.
Ein Spezialfall dieses Versicherungstyps ist die lebenslängliche Todesfallversicherung. In die-
sem Fall wird kein bestimmtes Ablebensalter festgesetzt. Die Hinterbliebenen erhalten eine
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Versicherungssumme nach dem Tod des Versicherten in jedem Fall ausbezahlt, unabhängig
davon, wie alt dieser geworden ist.
Die gemischte Versicherung
Diese ist in der Realität die üblichste Form der Lebensversicherung. Sie stellt eine Mischung
aus Erlebens- und Todesfallversicherung dar. Der Versicherte bekommt also eine festgesetzte
Summe im Erlebensfall ausbezahlt, während im vorzeitigen Ablebensfall während der Ver-
tragsdauer die Hinterbliebenen die für diesen Fall festgelegte Versicherungsleistung bekom-
men.
Die Witwen-/Witwerrente
Hier wird zwischen Versicherungsnehmer (z. B. Ehemann) und dem Versicherten (z. B. Ehe-
frau) unterschieden. Stirbt der Versicherungsnehmer wird der versicherten Person je nach
Versicherungsvertrag entweder bis zu ihrem Ableben oder bis zu einem vertraglich festgeleg-
ten Zeitpunkt die Versicherungsleistung entweder in Form einer Rente oder einer Einmal-
zahlung ausbezahlt.
Die Waisenrente
Beim Ableben eines Elternteils (bzw. beider Eltern) erhält das Kind je nach Vertragstext
entweder bis zu einem vertraglich festgelegten Zeitpunkt oder bis zu seinem Tod eine Rente.
Die Versicherung auf zwei Leben
Die Versicherungsleistung fällt je nach Zustand des Paares unterschiedlich aus. Mögliche Zu-
stände sind: beide Personen leben (ll); eine Person lebt, die andere ist tot (lt); der umgekehrte
Fall tritt ein (tl); beide Personen sind tot (tt). Es wird unterschieden, ob die Versicherungs-
nehmereigenschaft bei einer oder bei den versicherten Personen gemeinsam liegt. Wir werden
in Kapitel 6 auf diese Versicherungsform noch genauer eingehen.
Erwerbsunfähigkeits- bzw. Krankenversicherungen
Die Berufsunfähigkeitsversicherung (Invalidenrente)
Im Falle des Eintretens einer Berufsunfähigkeit wird bis zu einem bestimmten vertraglich




Im Unterschied zur Waisenrente ist die Invalidität des Versicherungsnehmers (Vater oder
Mutter) Auslöser für die Auszahlung der Rente.
Dread Disease
In dieser Versicherung wird die vereinbarte Versicherungssumme dann fällig, falls ein vorher
vereinbarter Krankheitsfall eintritt.
Die Pﬂegerentenversicherung
Die Rente wird in dem Fall ausbezahlt, dass der Versicherte zum Pﬂegefall geworden ist und
ein gewisses Alter erreicht oder überschritten hat.
Diese Aufzählung der verschiedenen Versicherungstypen erhebt keinen Anspruch auf Voll-
ständigkeit. So werden zum Beispiel in jüngster Zeit auch sehr häuﬁg fondsgebundene Lebens-
versicherungen abgeschlossen. Außerdem werden von den verschiedenen Versicherungsgesell-
schaften auch mannigfache Variationen der verschiedenen Grundtypen angeboten (Koller,
2000, S.2ﬀ und Disch, 2002, S.8).
Finanzierungsarten
Nachdem wir unterschiedliche Typen von Lebensversicherungen genannt haben, stellt sich
die Frage, wie sich eine Versicherung ﬁnanziert. Grundlage für diese Finanzierung ist das
sogenannte Äquivalenzprinzip. Es besagt, dass der erwartete Barwert der Leistungen des
Versicherungsunternehmens und der erwartete Barwert der Leistung des Versicherungsneh-
mers jeweils dem Erwartungswert beim Abschluss der Versicherung entsprechen müssen.
Dieses Prinzip wird später noch genauer erläutert werden. Grundsätzlich können zwei Arten
von Finanzierungsmöglichkeiten unterschieden werden:
• die Finanzierung durch Prämien
Der Versicherungsnehmer zahlt bis zu einem bestimmten Zeitpunkt (bzw. bei einer le-
benslänglichen Todesfallversicherung bis zu seinem Tod) in regelmäßigen Zeitabständen
einen festgesetzten Geldbetrag ein. Für gewöhnlich enden diese Zahlungen entweder zu
einem vorher festgelegten Schlussalter oder mit dem Tod des Versicherten.
• die Finanzierung durch Einmaleinlagen.
Es erfolgt eine einmalige Zahlung (Einmalprämie).
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Auch Mischformen dieser beiden Finanzierungsarten sind möglich und durchaus üblich.
2.3. Das Versicherungsmodell
Wie andere Modelle auch versucht das Versicherungsmodell eine reale Situation in ein pas-
sendes Modell abzubilden. Das Prinzip bei diesem Modell ist, dass wir uns vorstellen, dass
die versicherte Person zu jedem Zeitpunkt t in einem gewissen Zustand 1, 2, ..., w ist. Zustand
1 kann z. B. bedeuten, dass die Person am Leben ist. Durch den stochastischen Prozess X
sei nun dieser Zustand der versicherten Person gegeben. In dem der jeweiligen Versicherung
zugrundeliegenden Versicherungsvertrag ist festgehalten, in welchem Zustand welche Zahlun-
gen fällig werden. Durch das Bleiben in einem Zustand bzw. das Wechseln in einen anderen
Zustand können sich diese zum Zeitpunkt t berechneten Zahlungen entsprechend ändern.
Beispiel für Zustände:
• Bei einer Todesfallversicherung, einer Erlebensversicherung oder einer gemischten Ver-
sicherung auf Todes- und Erlebensfall sind die möglichen Zustände der versicherten
Person lebt oder tot.
• Etwas mehr Zustände muss man etwa bei der Erwerbsunfähigkeitsversicherung unter-
scheiden. Hier kann die versicherte Person mindestens in den Zuständen lebt (aktiv),
lebt (invalid), oder tot sein. In der Praxis werden oft noch mehr Zustände betrach-
tet (etwa zu welchem Zeitpunkt die Person invalid wurde und welche Auswirkungen
dies auf den Zustand der Familie der versicherten Person hat), um die Versicherung
besser modellieren zu können.
Wir können nun auch die Leistungsversprechen der Versicherung mathematisch modellieren.
Dazu ist es notwendig die Zeitachsen genauer zu beschreiben. Hier kann man einerseits
in diskreter Zeit rechnen, was für die Praxis wichtig ist, und andererseits in stetiger Zeit
rechnen, was durchaus interessante Resultate liefern kann und vom mathematischen Aspekt




Wir gehen aus von einer gemischten Versicherung, bei der im Todesfall 20000 Euro und im
Erlebensfall 10000 Euro fällig werden. Finanziert soll diese Versicherung durch eine Prämie
von 200 Euro pro Jahr werden, die jeweils am Jahresende eingezahlt wird.
Bemerkung: Auf die Art der Ermittlung der Prämie, auf das Deckungskapital, den Zins
und die Kosten, die der Versicherung zusätzlich entstehen, soll an dieser Stelle noch nicht
eingegangen werden. Damit werden wir uns in den folgenden Kapiteln auseinandersetzen.
Hier sollen lebt bzw. stirbt den Zustand der versicherten Person zum Zeitpunkt x be-
schreiben, wobei x das Alter der versicherten Person ist, und z für das Eintrittsalter (in
ganzen Jahren) in die Versicherung stehen. Bei einem im Erlebensfall vereinbarten Vertrags-
ende von beispielsweise 60 Jahren (wobei mit 60 das Lebensalter des Versicherten gemeint
ist) ergeben sich in diesem Beispiel folgende Eintrittsszenarien:
1. Lebt der Versicherungsnehmer zum Zeitpunkt x, unterscheiden wir die folgenden Fälle:
a) Hat er zu diesem Zeitpunkt das Eintrittsalter z in die Versicherung noch nicht
erreicht, so ist noch gar nichts passiert. Dieser Fall ist theoretischer Natur und
wird nur der Vollständigkeit halber angeführt.
b) Liegt x im Zeitintervall [z; 60], so hat der Versicherungsnehmer ([x] − z)mal,
wobei [x] ganze erlebte Jahre sind, die Prämie von 200 e eingezahlt.
c) Hat er zu diesem Zeitpunkt x das Schlussalter schon überschritten, so bekommt er
insgesamt betrachtet die Auszahlung in der Höhe der vereinbarten Vertragssumme
vermindert um den Betrag der eingezahlten Prämien.
Mathematisch betrachtet lässt sich der Sachverhalt durch eine sogenannte Auszah-




0, falls x < z
−200 · ([x]− z), falls x ∈ [z; 60]
−200 · (60− z) + 10000, falls x > 60
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2. Stirbt der Versicherungsnehmer zum Zeitpunkt x, dann unterscheiden wir folgende
Fälle:
a) Stirbt er vor dem Eintrittsalter in die Versicherung, passiert gar nichts (theoreti-
scher Fall).
b) Wechselt er innerhalb der Vertragsdauer vom Zustand lebt in den Zustand
stirbt, so werden seinen Hinterbliebenen zum Zeitpunkt x 20000 e ausbezahlt.
Es tritt ein vorzeitiges Vertragsende ein.
c) Stirbt er erst nach dem vereinbarten Vertragsende (er ist dann älter als 60 Jahre),
hat die Versicherung ihre Leistung bereits erbracht, und es passiert nichts.
Mathematisch betrachtet heißt das:
astirbt(x) =

0 falls x < z
20000, falls x ∈ [z; 60]
0 falls x > 60
3
Bemerkungen:
• Die Diﬀerenz zwischen dem Schlussalter von 60 Lebensjahren und dem Eintrittsalter z
(in ganzen Jahren) muss natürlich positiv sein. (60− z) wird in der Praxis auch keine
Zahlenwerte ≤ 3 annehmen, da Lebensversicherungen in der Regel über eine längere
Zeitspanne abgeschlossen werden.
• Obwohl in der Praxis kaum angewendet, sei hier angeführt, dass man im stetigen




200 dt auﬀasst. Es wird hier quasi so getan, als würde man den Wert
der eingezahlten Prämien im Zeitintervall [z; 60] kontinuierlich berechnen und nicht
nur nach ganzen erlebten Jahren [x].
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3. Die Geschichte des
Versicherungswesens
Das Versicherungswesen entstand ungefähr Mitte des 17. Jahrhunderts. Grund dafür war
die Angst vieler Menschen vor der Existenzvernichtung und der Wunsch nach einer gewissen
Sicherheit vor den Folgen von Schicksalsschlägen bzw. Katastrophen etc. So entstanden im
17. Jahrhundert in Deutschland Versicherungsunternehmen, wie zum Beispiel die Hamburger
Feuerkasse bzw. die Berliner Feuersozietät, in Folge der vermehrt auftretenden Feuerschäden
in diesen Regionen gegen Ende des 16. Jahrhunderts. In weiterer Folge schlossen sich auch
Seefahrer, Bauern (zu Genossenschaften), Brauereien, etc. zu Interessensgemeinschaften zu-
sammen, die dem einzelnen im Schadensfall ﬁnanzielle Unterstützung gewähren sollte. Also
ganz nach dem Motto Einer für alle, alle für einen.
Versicherungsähnliche Bestimmungen fand man bereits im 17. Jahrhundert vor Christus bei
den Babyloniern. Allerdings wurde damals nicht, wie wir es heute kennen, in einen gemein-
samen Fonds eingezahlt; vielmehr stand damals der Versicherungsschutz für wohlhabende
Einzelpersonen und reiche Familien im Vordergrund ([20], [22] und [23]).
Während die ersten Lebensversicherungen gegen Ende des 17. Jahrhunderts entstanden, ent-
wickelten sich die anderen Versicherungszweige, sowie die ersten Versicherungsunternehmen
erst ab dem 19. Jahrhundert. Ein starker Aufschwung dieser Branche war Mitte des 19.
Jahrhunderts zu verzeichnen. Ursache dafür war die Tatsache, dass hauptberuftliche Ver-
mittler im Außendienst die bis dato nebenberuﬂichen Vermittler ablösten, was einen Wechsel
von laufenden Provisionen zu einmaligen Provisionszahlungen zur Folge hatte. Die dadurch
entstandenen ﬁnanziellen Probleme, die durch die stark wachsende Anzahl von Beiträgen
entstanden waren, wurden durch das sog. Zillmerverfahren von 1863 (benannt nach dem
deutschen Versicherungsmathematiker August Zillmer) bilanztechnisch gelöst. Seine Idee
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war es, auf die laufend eingehenden Prämienzahlungen einen gewissen Betrag aufzuschlagen,
um so die entstehenden bzw. entstandenen Kosten tilgen zu können. Die Kosten werden
meist in drei Kategorien unterteilt (Gerber, 1986, S.100 und [24]):
i. Abschlusskosten sind Kosten, welche mit dem Neuabschluss einer Versicherung zusam-
menhängen, z. B. Entschädigungen der Verkaufsorgane, Spesen, ärztliche Untersuchun-
gen, Polizzenausfertigungen, Werbung.
ii. Inkassokosten sind Kosten, die für den Beginn eines jeden Jahres budgetiert werden,
in dem eine Prämie zu bezahlen ist.
iii. Unter Verwaltungskosten fasst man alle übrigen Kosten zusammen, z. B. Steuern, Ab-
gaben sowie den Anteil an den Personal-, Gebäude-, Anlage- und Datenverarbeitungs-
kosten der Versicherungsgesellschaft.
Dieser Aufschlag wird auch Deckungsrückstellung genannt.
In Österreich ist heute durch die gesetzliche Krankenversicherung annähernd die gesam-
te Bevölkerung krankenversichert. Auch die Krankenversicherung ist auf das Ende des 19.
Jahrhunderts zurückzuführen. Das entsprechende Gesetz, das die Bestimmung zur ärztlichen
Hilfe und zum Krankengeld beinhaltet, wurde am 1. August 1889 verabschiedet. Damals lag
die Höhe des Krankengeldes bei ca. 60 Prozent des ortsüblichen Taglohnes. Veränderungen in
den Bestimmungen über die Höhe des Krankengeldes fanden dann gegen Ende des 1. Welt-
krieges statt. Seit 1947 (Sozialversicherungs-Überleitungsgesetz) ist die Krankenversicherung
eine gesetzliche Pﬂichtversicherung.
Unfallversicherungen entstanden durch die sich ändernden Arbeitsbedingungen gegen Ende
des 18. Jahrhunderts. Wegunfälle wurden erst gegen Ende des 1. Weltkrieges in Versicherungs-
schutz gestellt. Durch eine Novellierung des Arbeiterunfallversicherungsgesetzes im Jahre
1928 wurden Berufskrankheiten dem Arbeitsunfall gleichgestellt. Berufskrankheit entsteht
durch einen länger dauernden Einﬂuss von Schadstoﬀen oder ähnlichem auf den menschlichen
Organismus. Abgesehen von der gesetzlichen Unfallversicherung gibt es bei Unfallversiche-
rungen, wie schon bei der Aufzählung der verschiedenen Lebensversicherungstypen erwähnt
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wurde, mannigfache Variationen. Es kann zum Beispiel unter anderem zwischen Dienstun-
fällen, Freizeitunfällen und Sportunfällen unterschieden werden. Die daraus resultierenden
Schäden (Berufsunfähigkeit, vorübergehende Berufsunfähigkeit, ...) sind sowohl für den Ver-
sicherten, als auch für die Versicherungsgesellschaft von wesentlicher Bedeutung.
Die Pensionsversicherung für Arbeitnehmer ist, ebenso wie die Krankenversicherung und
die Unfallversicherung Teil der Allgemeinen Sozialversicherung. Vorläufer dieser Versiche-
rung war die im Jahre 1868 gegründete Allgemeine Arbeiter-, Kranken- und Invalidenkasse.
Nach zahlreichen Novelierungen wurde im Jahr 2004 die so genannte Pensionsharmonisierung
durch das Allgemeine Pensionsgesetz beschlossen. Der Sinn der gesetzlichen Pensionsversi-
cherung besteht, ähnlich wie bei anderen Versicherungen, in einer Lohn- bzw. Gehaltser-
satzfunktion für den Versicherten. Diese wird in der Regel aus Altersgründen oder infolge
von dauerhaften Invalidität ausbezahlt, wenn kein eigenständiges Erwerbseinkommen mehr
erzielt werden kann. Im Unterschied zur Lebensversicherung ist in der gesetzlichen Pensions-
versicherung keine Risikoprüfung vorgesehen. In der Praxis ist es sehr oft üblich, dass man
zusätzlich zur gesetzlichen Pensionsversicherung eine private Lebensversicherung auf den Er-
lebensfall oder eine gemischte Lebensversicherung laufen hat. Die Summe aus diesen Renten
soll in erster Linie dazu dienen, dass der individuelle Lebensstandard, der im Arbeitsleben
erreicht wurde, auch im Ruhestand erhalten werden kann.
Die Lebensversicherung ist im Gegensatz zu Krankenversicherung, Unfallversicherung und
Pensionsversicherung eine Individualversicherung. Als Erﬁnder der Lebensversicherungsma-
thematik gilt der englische Astronom Edmond Halley (16561742). Die vorhandenen Ster-
betafeln, die er durch Auswertung von Geburten- und Sterberegistern zur Verfügung hatte,
wurden von ihm in einer brauchbaren Form eingesetzt. Für die damaligen Lebensversiche-
rungen waren die Hayley'schen Tafeln (1693) eine bahnbrechende Tat. Im Vergleich dazu
sei erwähnt, dass heutzutage Sterbetafeln für Rechnungsgrundlagen zur Prämienkalkulation
häuﬁg aus den Ergebnissen von Volkszählungen in Verbindung mit der laufenden Feststellung
der Sterbefälle aufgestellt werden ([15]).
Die erste mit versicherungsmathmatisch bestimmten altersabhängigen Beiträgen arbeiten-
de Society for Equitable Assurances on Lives and Survivorships entstand 1762 in London.
15
3. Die Geschichte des Versicherungswesens
Als Vater des deutschen Versicherungswesens gilt der aus Gotha (Thüringen) stammende
Kaufmann Ernst-Wilhelm Arnoldi (17781841). Von der Gothaer Lebensversicherungs-
bank wurden ab 1827 Lebensversicherungen verkauft. Als Begründer der in der Praxis oft-
mals üblichen Todes- und Erlebensfallversicherung (gemischte Versicherung) wird Gustav
Hopf (18081872) gesehen, der selbst langjähriger Leiter der Gothaer Lebensversicherungs-
bank war. In den USA begann der Verkauf von Lebensversicherungen gegen Ende des 18.
Jahrhunderts.
Gemeinsam ist den verschiedenen Entwicklungen, dass das sogenannte Kapitalsdeckungsver-
fahren gilt. Darunter versteht man die Tatsache, dass die Prämien vom jeweiligen Versiche-
rungsunternehmen angespart und angelegt werden müssen. Allerdings soll geregelt werden,
dass die Versicherungsgesellschaft nicht beliebig mit dem vorhandenen Kapital arbeiten kann.
Durch die Kapitalanlagepolitik wird erreicht, dass ein Lebensversicherungsunternehmen eine




Bevor wir uns den Rechnungsgrundlagen in der Lebensversicherung zuwenden, wollen wir
uns noch kurz den Tätigkeitsbereich eines Versicherungsmathematikers vor Auge führen. Die
folgende Liste erhebt keinen Anspruch auf Vollständigkeit.
Aufgaben eines Versicherungsmathematikers:
• mathematische Beschreibung des Risikos
• Ableitung der Berechnungen aus den stochastischen Grundlagen
• Kalkulation der Prämien (welches Risiko kann mit welcher Prämienzahlung gedeckt
werden?)
• Risikosteuerung und Kapitalanlagen
• Bilanzierung
• Rückversicherung
Wie aus dieser Liste schon hervorgeht, ist das Tätigkeitsfeld eines Versicherungsmathma-
tikers sehr weit gestreut. Mit welchen mathematischen Grundlagen er seinen Arbeitsalltag
bewältigt, soll nun Thema dieses Kapitels sein (Disch, 2002, S.10).
Im Zuge der Aufklärung erlebte die Mathematik einen großen Aufschwung. Mit ihm ge-
wannen auch jene Teilgebiete der Mathematik an Bedeutung, die für die Versicherungs-
mathematik wesentlich waren. So wurde zum Beispiel der Begriﬀ der Wahrscheinlichkeit
von Jakob Bernoulli (16551705) formuliert. Die tatsächliche mathematische Deﬁnition
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in ihrer endgültigen Form folgte dann im 20. Jahrhundert. Auch die für Berechnungen in
der Versicherungsmathematik so essenziellen Sterbetafeln wurden von Hayley erst im 17.
Jahrhundert in einer brauchbaren Form erzeugt.
Im 17. Jahrhundert wurde der Grundstein für die zweite wesentliche Säule der Versicherungs-
mathematik gelegt. Stevens führte erstmals die systematische Zinseszinsrechnung durch,
veröﬀentlichte die ersten Zinseszinstabellen und fasste die notwendigen Formeln zur Berech-
nung zusammen.
Die zwei zentralen Begriﬀe in der Lebensversicherungsmathematik sind die Prämie und das
Deckungskapital (bzw. die Deckungsrückstellung) (Erklärung siehe weiter unten im Text).
Diese beiden Begriﬀe werden daher auch in gesetzlichen Grundlagen geregelt. So ist zum
Beispiel festgesetzt, dass es bei der Berechnung der voraussichtlichen Auszahlung angemes-
sene Sicherheitszuschläge geben muss. Diese sollen sicherstellen, dass entstehende Verwal-
tungskosten der Versicherung einberechnet werden. Auch eine maximale Höhe des jährlichen
eﬀektiven Zinssatzes ist vorgegeben. Ebenfalls gesetzlich festgelegt ist, dass die zu zahlenden
Versicherungsleistungen auf Dauer durch die einlangenden Prämienzahlungen gedeckt sein
müssen.
Als weitere Voraussetzung für Berechnungen in der Lebensversicherung muss der Gleich-
behandlungsgrundsatz bei gleichen Voraussetzungen angenommen werden. Dieser besagt im
Wesentlichen, dass Versicherte, die in gleicher Höhe Prämien einzahlen, auch die gleichen
Leistungen erhalten müssen. Bevorzugungen eines Versicherten irgendwelcher Art sind so-
wohl was die Höhe der Prämien als auch die Höhe der Leistungen betriﬀt nicht erlaubt.
In diesem Zusammenhang werden unter gleichen Voraussetzungen folgende Bereiche verstan-
den:
1. Die Versicherten müssen dem gleichen Risiko unterliegen.
2. Es muss gleiche objektiv erkennbare Unterscheidungsmerkmale der Individuen, wie
zum Beispiel Alter, Geschlecht, Raucher/Nichtraucher usw. geben.
3. Eine objektive Kollektivzugehörigkeit muss feststellbar sein. Wurde eine Einzelversi-
cherung oder Kollektivversicherung abgeschlossen?
4. Bei der Abschätzung des Risikos müssen dieselben Methoden angewendet werden.
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5. Es muss die gleiche Art der Kapitalanlage vorliegen.
6. Der Zeitpunkt des Vertragsbeginns muss ident sein.
Der Begriﬀ der Deckungsrückstellung soll nun anhand eines Beispiels erklärt werden.
Versetzen wir uns in die Lage eines Mannes der Regenschirme verkauft. Dieser ahnt am Be-
ginn seines Arbeitstages, dass er nicht alle Schirme verkaufen wird. An regnerischen Tagen
wird er weiters wahrscheinlich mehr Schirme verkaufen als an Tagen mit strahlend schö-
nem Wetter. Seine Verkaufszahlen werden also von Tag zu Tag schwanken. Aus seiner Sicht
ist es daher durchaus einsichtig und legitim, einen Zuschlag auf den Verkaufspreis zu erhe-
ben. Mit dem so erwirtschafteten Gewinn kann er dann seine etwaigen Verkaufseinbußen an
Schönwettertagen ausgleichen oder in neue Schirme investieren.
Eben diesen Aufschlag nennt man in der Lebensversicherung die Deckungsrückstellung. Es
wird also auf die Prämien ein gewisser Preis aufgeschlagen, um möglicherweise entstehende
Gewinnausfälle kompensieren zu können. Dieser Aufschlg muss in der Lebensversicherung
natürlich höher ausfallen als jener unseres Schirmverkäufers, da das Hauptgeschäft eines
Lebensversicherungsunternehmen ja in Leistungszusagen in meist ferner Zukunft besteht
(Disch, 2002, S.21 Bäckerprinzip).
Wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwähnt, liegen der Lebensversicherungsmathematik
zwei fundamentale Kalküle zu Grunde: Die Zinsrechnung und die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung.
Zunächst möchten wir auf die Grundlagen der Zins- und der Rentenrechnung eingehen. In
dem zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden wir uns dann einigen einfachen stochastischen






Die einfache Zins- und Zinseszinsrechnung werden grundsätzlich als bekannt vorausgesetzt,
die wichtigsten Formeln sollen hier jedoch kurz angeführt werden.
Bei der Verzinsung wird im allgemeinen zwischen dekursiver und antizipativer Verzinsung
unterschieden.
Bei der dekursiven Verzinsung werden die Zinsen vom Wert des Kapitals am Anfang der
Zinsperiode berechnet und sind am Ende der Zinsperiode fällig.
Im Gegensatz dazu bedeutet antizipative Verzinsung, dass die Zinsen vom Wert des Kapitals
am Ende der Zinsperiode berechnet und am Anfang derselben fällig sind.
Weiters wird unterschieden zwischen nominellen und eﬀektiven Zinsen.
Falls die Verzinsungsperiode nicht identisch ist mit der Zeiteinheit, sprechen wir von einer
nominellen Zinsrate (oder einem nominellen Zinssatz), andernfalls von einer eﬀektiven Zins-
rate (oder einem eﬀektiven Zinssatz) (Schneider 2002, S.50ﬀ).
Beispiel 4.1
Ein jährlicher nomineller dekursiver Zinssatz von 6% mit einer Verzinsungsperiode von drei
Monaten (vierteljährige Verzinsung) bedeutet, dass alle drei Monate ein Zins in der Höhe
von 6%
4
= 1, 5% des Werts des Kapitals zu Beginn der drei Monate gutgeschrieben wird.
Der Kapitalstand eines Anfangskapitals K0 beträgt also nach einem Jahr nicht K0 · 1, 06,
sondern K0 · (1, 015)4 ≈ K0 · 1, 06136.
3
Allgemein gilt für die Umrechnung zwischen nominellen und eﬀektiven unterjährigen de-




wobei man m erhält, indem man zwölf dividiert durch die unterjährige Verzinsungsperiode
(in ganzen Monaten) rechnet [im Beispiel oben: m = 12 : 3 = 4], jm der jährliche nominelle
Zinssatz mit einer Verzinsungsperiode von 12
m
Monate ist, und im der eﬀektive Zinssatz mit









Daraus errechnet sich der vierteljährige Aufzinsungsfaktor r4 = 1 + i4 = 1 + 0, 015 = 1, 015,
mit dem man auf den jährlichen Aufzinsungsfaktor r = r44 = (1, 015)4 = 1, 06136 schließen
kann.







Wird mit einem jährlichen nominellen Zinssatz von j4 = 6% alle drei Monate (also viertel-
jährig) verzinst, entspricht dies einem jährlichen eﬀektiven Zinssatz von i = 6, 136%.
Der jährliche Aufzinsungsfaktor r ist demnach r = 1 + i = 1 + 0, 06136 = 1, 06136.
Der Leser wird darauf hingewiesen, dass in dieser Arbeit i in Verbindung mit Zinssätzen in
weiterer Folge stets für den jährlichen, eﬀektiven, dekursiven Zinssatz steht.
Analog gilt für die Umrechnung zwischen nominellen und eﬀektiven unterjährigen antizi-




wobei manm erhält, indem man zwölf dividiert durch die unterjährige Verzinsungsperiode (in
ganzen Monaten) rechnet, fm der jährliche nominelle Zinssatz mit einer Verzinsungsperiode
von 12
m
Monate ist, und dm der eﬀektive Zinssatz mit der Verzinsungsperiode von 12m Monate
ist.
Der jährliche eﬀektive antizipative Zinssatz wird in dieser Arbeit im Zusammenhang mit
Zinssätzen in weiterer Folge mit d bezeichnet.
Ist i der zu d äquivalente jährliche eﬀektive dekursive Zinssatz, so besteht die Beziehung:
1
1− d = 1 + i = r (4.2)
Beweis:
• K0 +K0 · i = K1 ⇔ K0 · (1 + i) = K1 ⇔ K0 · r = K1




1−d = K1 ⇔ K0 · r = K1
2
Der unterjährige Aufzinsungsfaktor berechnet sich bei der antizipativen Verzinsung dement-
sprechend durch rm = 11−dm aus dem bei der dekursiven.
Ebenso häuﬁg wie der Aufzinsungsfaktor r wird in der Rentenrechnung (Zinsrechnung) der







= 1− d. (4.3)
Arten der Verzinsung
Wir unterscheiden grundsätzlich drei verschiedene Arten der Verzinsung. Sie sollen jeweils
zuerst allgemein beschrieben und dann anhand des folgenden Beispiels verdeutlicht werden:
Beispiel 4.2
Ein Kapital K0 = 30000 e wird zu einem jährlichen, eﬀektiven, dekursiven Zinssatz von
i = 2, 5% angelegt. Gesucht ist der Endwert des Kapitals bei einer Laufzeit von 3, 75 Jahren
bei einfacher/ theoretischer/ gemischter Verzinsung!
• Die einfache oder lineare Verzinsung
Das Kapital zur Berechnung der Zinsen bleibt während der gesamten Verzinsdauer
unverändert. Die Zinsen werden also während der Verzinsungsdauer nicht zum Kapital
dazugerechnet (also nicht kapitalisiert). Die Grundformel für die einfache Zinsrechnung
bei dekursiver Verzinsung lautet:
Kt = K0 · (1 + i · t), (4.4)
wobei Kt das Kapital zum Zeitpunkt t und K0 das Anfangskapital ist.
Im Beispiel
K3,75 = 30000 · (1 + 0, 025 · 3, 75) = 32812, 50
Analog dazu lautet die Formel für den antizipativen Fall:
K0 = Kt · (1− d · t) (4.5)
(Kt und K0 wie oben).
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• Die theoretische oder exponentielle Verzinsung
Hier werden die am Ende einer jeden Verzinsungsperiode fälligen Zinsen jeweils zum
Kapital addiert (die Zinsen werden also kapitalisiert). Für die Berechnung des Endwerts
erhält man bei einer dekursive Verzinsung:
Kt = K0 · (1 + i)t = K0 · rt. (4.6)
Der Name theoretische Verzinsung resultiert daraus, dass wir für t auch nicht ganz-
zahlige Werte (= Teile eines Jahres) zulassen.
Im Beispiel:
K3,75 = 30000 · (1 + 0, 025)3,75 ≈ 32910, 60
Für eine antizipative Verzinsung lautet die Formel:
K0 = Kt · (1− d)t = Kt · vt. (4.7)
• Die gemischte oder zusammengesetzte Verzinsung
Sie ist die von den Geldinstituten in der Regel verwendete Verzinsungsmethode. Ma-
thematisch gesehen bedeutet die gemischte Verzinsung, dass das Kapital zwischen auf-
einander folgenden ganzen Jahren exponentiell und innerhalb der Jahre linear wächst.
Die Berechnung erfolgt nach folgender Formel:
Kt = K0 · (1 + i)[t] · (1 + i · (t− [t])). (4.8)
Im Beispiel:
K3,75 = 30000 · (1 + 0, 025)3 · (1 + 0, 025 · (3, 75− 3)) ≈ 32912, 47
3




Abbildung 4.1.: Unterschied zwischen theoretischer und gemischter Verzinsung
(Koth/Baumgartner, 1996, S.6)
Die gemischte Verzinsung approximiert die Kurve unter dem Jahr linear. Bei dieser
Graﬁk wurde ein unrealistisch hoher Zinssatz angenommen, damit man den Sachver-
halt besser erkennen kann. Es zeigt sich deutlich, dass die Werte K0, K1, K2, ..., Kn
(wobei n ∈ N, also ganze Jahre) bei der theoretischen und der gemischten Verzinsung
gleich sind. Für unterjährige Zeiteinheiten t (wobei t ∈ R+ \ N) sind die Kt-Werte
der gemischen Verzinsung größer als die der theoretischen Verzinsung. Die gemischte
Verzinsung ist also für den Anleger günstiger als die theoretische.
4.1.2. Rentenrechnung
Unter einer Rente versteht man eine periodisch wiederkehrende Zahlung R gleicher Höhe.
Bei einer vorschüssigen Rente ﬁndet die erste Zahlung zu Beginn der Rentenperiode, also
zum Zeitpunkt 0, statt. Im Gegensatz dazu wird eine nachschüssige Rente jeweils am Ende
der Rentenperiode bezahlt.
Für den Kapitalstand Kt zum Zeitpunkt t gilt im vorschüssigen Fall:
Kt = R · r · r
t − 1






wobei R die Rente und r = 1 + i der Aufzinsungsfaktor ist.
Für den nachschüssigen Fall gilt die Formel:
Kt = R · r
t − 1





Zur Herleitung dieser Formeln benötigt man unter anderem die Summenformel für die end-
liche geometrische Reihe.
Beispiel 4.3
Ein Anfangskapital K0 = 10000 e wird mit einem Zinssatz von i = 4% für fünf Jahre
bei theoretischer Verzinsung angelegt. Zusätzlich wird am Anfang des k-ten Jahres, wobei
k = 1, ..., 4, jeweils 1000 e eingezahlt. Berechnen Sie den Endwert dieses Fonds nach fünf
Jahren! Welchen Wert hat der Fonds zum Zeitpunkt 0 (Barwert)?
Lösung:
K5 = K0 · (1 + i)5 +
4∑
k=1
(1 + i)5−k · 1000 · 1, 04 =
= 10000 · 1, 045 + 1000 · 1, 04 · 1, 04
4 − 1
0, 04
· 1, 04 ≈ 16759, 50 e
Für die Berechnung des Endwerts K5 ist es notwendig die Rentenzahlungen ein weiteres Jahr
aufzuzinsen, da die Rente nur viermal eingezahlt wurde. Das wird durch das Multiplizieren
mit 1,04 am Ende des Ausdrucks erreicht.
Für die Berechnung des Barwerts ist es notwendig die Rente für vier Jahre abzuzinsen, also















≈ 13775, 09 e.
3
Da es versicherungstechnisch oft notwendig ist, die Ein- und Auszahlungen der Prämien, Ka-
pitaleinlagen etc. vergleichen zu können, ist es wichtig, diese auf ein und denselben Zeitpunkt
zu beziehen. In vielen Fällen eignet sich der Barwert hierfür besonders gut.
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Wir unterscheiden folgende Barwerte und verwenden für sie die angeführten Symbole:
• B¨∞ Barwert bei einer jährlichen, ewigen, vorschüssigen Rente der Höhe R
B¨∞ = R +Rv +Rv2 + ... = R · (1 + v + v2 + ...) =
= R · 1




= R · r





Wird mit einem Zinssatz von i = 3% gerechnet und ist R = 100 e, ergibt sich:
B¨∞ = R · 1, 03
0, 03
= 100 · 34, 3˙ = 3433, 33 e.
3
• B∞ Barwert bei einer jährlichen, ewigen, nachschüssigen Rente der Höhe R
B∞ = Rv +Rv2 +Rv3 + ... = Rv · (1 + v + v2 + ...) =
= Rv · 1
1− v = R ·
v
1− v = R ·
1





Wird mit einem Zinssatz von i = 3% gerechnet und ist R = 100 e, ergibt sich:
B∞ = R · 1
0, 03
= 100 · 33, 3˙ = 3333, 33 e.
3
• B¨(2)∞ Barwert bei einer halbjährlichen, ewigen, vorschüssigen Rente der Höhe R




2 + ... = R · (1 + v 12 + v + v 32 + ...) =
= R · 1













Wird mit einem Zinssatz von i = 3% gerechnet und ist R = 50 e, ergibt sich:
B¨(2)∞ = R ·
√
1, 03√
1, 03− 1 = 50 · 68, 16 = 3408, 15 e.
3
Allgemein gilt für den Barwert einer unterjährigen ewigen, vorschüssigen Rente der
Höhe R:
B¨(m)∞ = R ·
1















2 + ... = Rv
1

















Wird mit einem Zinssatz von i = 3% gerechnet und ist R = 50 e, ergibt sich:
B(2)∞ = R ·
1√
1, 03− 1 = 50 · 67, 16 = 3358, 15 e.
3
Allgemein gilt für den Barwert einer unterjährigen ewigen, nachschüssigen Rente der
Höhe R:



















(Es handelt sich hierbei um die international übliche Notation, wie man sie unter anderem
auch bei Hartmann, 2007, Gerber, 1986 oder Kroll, 2002 ﬁndet.)
In der Praxis sind zeitlich befristete Renten gebräuchlicher als ewige.
Wir berechnen den Barwert einer jährlichen, vorschüssigen Zeitrente der Höhe R und der
Dauer n Jahre mit




Durch analoge Überlegungen erhält man für eine nachschüssige Rente der Höhe R und der
Dauer n Jahre:









m + ...+ v
n·m−1
m ) = R · 1− v
n
1− v 1m = R ·
1− vn










m ) = Rv
1
m · (1+v 1m + ...+v n·m−1m ) = Rv 1m · 1− v
n








n . (Es handelt sich
hierbei wieder um die international übliche Notation, wie man sie unter anderem auch bei
Hartmann, 2007, Gerber, 1986 oder Kroll, 2002 ﬁndet.)
Den Endwert (= Wert der Zahlungen am Ende der Vertragsdauer n) erhält man, indem man
die entsprechenden Barwertformeln mit dem Aufzinsungsfaktor rn multipliziert.
Wir erhalten:




















n (Gerber, 1986, S.10).
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Wir wollen die angeführten Formeln bei zwei Beispielen anwenden:
Beispiel 4.8
Ein Kapital von 250000 e wird mit einem Zinssatz von i = 6, 5% verzinst. Es soll damit eine
ewige Rente ﬁnanziert werden.
a) Wie groß ist die Auszahlung dieser ewigen Rente?




250000 = R · r · r
n − 1
r − 1 ·
1
rn
⇐⇒ 250000 · r − 1
r
= R · (1− 1
rn
)
ewige Rente: n→∞ : 250000 · 0,065
1,065






⇔ R = 15258, 22 e
oder:
250000 = B¨∞ = R · r
r − 1 = R ·
1, 065
0, 065
⇐⇒ R = 250000 · 0, 065
1, 065
= 15258, 22 e
b)
250000 = 2R · r · r
n − 1
r − 1 ·
1
rn
⇔ ... ⇔ 250000 · 0, 065











250000 = B¨n =
1− vn
d
·2R = 1− v
n











Für n erhalten wir wieder 11 Jahre.
nachschüssig:
a)
250000 = R · r
n − 1
r − 1 ·
1
rn
Die Rechnung erfolgt analog zum vorschüssigen Fall: R = 16250 e




250000 = 2R · r
n − 1
r − 1 ·
1
rn

















Jemand gewinnt im Lotto 91000 e. Er legt diesen Betrag auf ein Bankkonto um vom Beginn
des dritten Jahres an durch acht Jahre eine nachschüssige Monatsrente beziehen zu können.
Wie groß ist diese Rente, wenn mit einem dekursiven jährlichen nominellen Zinssatz j4 = 4%
(also vierteljährliche Verzinsung) verzinst wird?
Lösung:
Als Bezugspunkt wählen wir den Zeitpunkt 0 (auch das Ende des zweiten Jahres oder das
Ende des zehnten Jahres wären dafür möglich).




→ r4 = 1 + i4 → r1212 = r44 = r → r12 ≈ 1, 0033
Nun berechnen wir die Monatsrente durch:





→ R ≈ 1200, 52 e
oder:
B(m)n = R ·
1− vn
im





(die Rente wird noch zwei Jahre abgezinst),
wobei r = r44 = r1212 = 1, 0406; v = 1r = 0, 961; i12 = r12 − 1 = 0, 0033.
Daher folgt:
98540 = R · 1−0,9618
0,0033





Neben den ﬁnanzmathematischen Aspekten spielen in der Versicherungs- und speziell in der
Lebensversicherungsmathematik, wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwähnt wurde, sto-
chastische Modelle eine wesentliche Rolle. Sowohl der Leistungsumfang der Versicherungen
als auch die Zahlungsleistungen der Versicherungsnehmer hängen bei Lebensversicherungen
(vor allem Kapitallebens- oder Todesfallversicherungen) vom zufälligen Zeitpunkt des Todes
des Versicherungsnehmers ab. Es ist daher von Bedeutung, abschätzen bzw. in etwa vorher-
sagen zu können, wie viele Repräsentanten einer zu Beginn lebenden Personengruppe das
Versicherungsende erleben werden und wie viele von ihnen verstorben sein werden.
Beispiel 4.10
Ein 50-jähriger Mann schließt eine Lebensversicherung auf den Todesfall mit zweijähriger
Laufzeit und einer Versicherungssumme über 40000 e ab. Der Betrag wird jährlich vor-
schüssig bezahlt. Wird die Versicherungssumme fällig, erfolgt die Zahlung nachschüssig, das
heißt am Ende des Versicherungsjahres.
Es ergeben sich daraus drei Fälle für das Zufallsgeschehen.
• Der Mann stirbt im ersten Jahr.
Ein Jahresbeitrag wurde bezahlt und die Versicherung zahlt nach einem Jahr 40000 e.
• Der Mann stirbt im zweiten Jahr.
Zwei Jahresbeiträge wurden bezahlt und die Versicherung zahlt nach zwei Jahren
40000 e.
• Der Mann stirbt innerhalb der Laufzeit der Versicherung nicht.
Zwei Jahresbeiträge wurden bezahlt und die Versicherung zahlt nichts.
Sowohl die erwartete Höhe der zu zahlenden Versicherungsleistungen als auch die der einge-
nommenen Prämien kann man mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsaussagen über die zufällige
Lebensdauer der Menschen angeben. Dazu bedient man sich so genannter Sterbetafeln, die
auf statistischen Beobachtungen beruhen. Da die zufällige Lebensdauer vom Geschlecht ab-
hängig ist, werden beim Berechnen von Sterbetafeln unterschiedliche Tabellen für Frauen
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und Männer erstellt. Andere Einﬂussfaktoren, wie zum Beispiel der Lebensmittelpunkt oder
der Gesundheitszustand der Menschen, bleiben in diesen Tabellen meist unberücksichtigt.
Es gibt aber auch Sterbetafeln, die für bestimmte Personengruppen konstruiert werden, wel-
che gemäß Merkmalen wie Geschlecht, Herkunft, Generation, Art der Versicherung usw. deﬁ-
niert sind. Bei solchen Tabellen spielt auch das Anfangsalter des Versicherten zum Zeitpunkt
des Vertragsabschlusses eine wesentliche Rolle. Unter Umständen kann der zu Versichernde
auch einer ärztlichen Kontrolle unterzogen werden (Hanika/Trimmel, 2005, S.121ﬀ).
4.2.1. Sterbetafeln
In Österreich werden die Daten zur Erstellung von Sterbetafeln durch die Statistik Austria
ermittelt bzw. errechnet.
Sterbetafeln werden jeweils für Jahre rund um eine Volkszählung durch den Be-
zug der nach Alter und Geschlecht diﬀerenzierten Sterbefälle auf die entspre-
chend gegliederten Bevölkerungsstände berechnet. Um zufallsbedingte Schwankun-
gen der so ermittelten Sterbewahrscheinlichkeiten im Altersverlauf auszugleichen,
werden diese einem Glättungsverfahren unterzogen. Aus den geglätteten Sterbe-
wahrscheinlichkeiten werden die einzelnen Sterbetafelfunktionen berechnet. Die
Sterbetafeln 1868/71 bis 1909/12 beziehen sich auf die in der Monarchie als ös-
terreichische Alpenländer bezeichneten Gebiete. Gegenüber den heutigen Grenzen
fehlt hier das bis 1921 ungarische Burgenland, während andererseits die nach dem
1.Weltkrieg abgetrennten Gebiete (vor allem Südtirol und das Trentino sowie die
Untersteiermark) inkludiert sind. Ab 1930/33 beziehen sich die Tafeln auf das
heutige Staatsgebiet. (Statistik Austria, [19])
Mit Hilfe von Sterbetafeln (jene für Österreich vom Jahr 2000/02 siehe Anhang) kann die t-
jährige Überlebenswahrscheinlichkeit tpx (, dass ein x-jähriger die nächsten t Jahre überleben
wird,) bzw. die t-jährige Sterbewahrscheinlichkeit tqx (, dass ein x-jähriger innerhalb von t
Jahren sterben wird,) berechnet werden.
Eine Sterbetafel gibt zu jedem Alter x die einjährige Sterbewahrscheinlichkeit qx an. qx ist
also die Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine x-jährige Person das Alter x+ 1 nicht erreicht.
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Sterbetafeln sind, wie schon erwähnt, nach Geschlechtern getrennt. Daher steht in manchen
Sterbetafeln x für Männer und y für Frauen. Man beachte, dass bei diesen Tafeln x bzw. y
sowohl das Alter als auch das Geschlecht angeben.
In der Tabelle wird meist für x = 0 mit 100000 Neugeborenen begonnen und dann bis
x = 100 tabelliert.
Folgende Einträge ﬁndet man für gewöhnlich in einer Sterbetafel:
x ... Alter (in Jahren)
qx oder q(x) ... einjährige Sterbewahrscheinlichkeit
lx oder l(x) ... Anzahl der Überlebenden im Alter x
dx oder d(x) ... Anzahl der zwischen x und x+ 1 Gestorbenen
Es gilt: dx = qx · lx und lx+1 = lx − dx. Weiters ist px = 1 − qx die einjährige Überlebens-
wahrscheinlichkeit (= Wahrscheinlichkeit, dass ein x-jähriger das (x+ 1)-te Jahr erlebt).
Lx oder L(x) ... von den Überlebenden im Alter x bis x+ 1 noch zu durchlebende Jahre
Tx oder T (x) ... von den Überlebenden im Alter x insgesamt noch zu durchlebende Jahre
ex oder e(x) ... fernere Lebenserwartung im Alter x (in Jahren).
Während die Einträge in den ersten vier Spalten de facto selbsterklärend sind, haben wir
bei den hinteren drei Einträgen noch Erklärungsbedarf.
Die L(x)-Spalte wird auch als stationäre Bevölkerung oder Sterbetafelbevölkerung bezeichnet.
Man kommt auf die Werte dieser Spalte, indem man das arithmetische Mittel der Überle-
benden im Alter x und x + 1 aus der l(x)-Spalte berechnet (es wird stets auf ganze Zahlen









Die Berechnung erfolgt unter der Annahme, dass sich die Sterbefälle im jeweiligen Altersin-
tervall konstant verteilen.
Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dass die Formel L(x) = l(x)+l(x+1)
2
nur
für alle x zwischen eins und 99 gilt!
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Für die Nulljährigen wird die stationäre Bevölkerung aus einer eigens berechneten Säuglings-
sterbetafel entnommen, weil die Sterbefälle des ersten Lebensjahres nicht gleichmäßig verteilt
sind. Da die Säuglingssterbetafel für meine Arbeit im weiteren nicht wirklich relevant ist,
habe ich sie nicht im Anhang angeführt. Der interessierte Leser kann sich aber bei Bedarf
an die Statistik Austria wenden und eben diese Säuglingssterbetafel dort anfordern.
Interessanter erscheint uns die Frage, wozu man diese Werte überhaupt berechnet bzw. was
diese Zahlenwerte eigentlich aussagen.
Die stationäre Bevölkerung wird in der Demographie oft für Zwecke der Alters-
standardisierung herangezogen, aber auch für die Berechnung der Überlebens-
wahrscheinlichkeiten von ganzen Altersgruppen (z. B. für 45- bis unter 50jährige
bis zum Alter von 50 bis unter 55 Jahren). Auf diese Weise werden auch Überle-
benswahrscheinlichkeiten für Bevölkerungsprognosen abgeleitet. In der Sterbetafel
wird ihre vom höchsten Alter ausgehende Kumulierung [Spalte T (x)] zur Berech-
nung der Lebenserwartung benötigt. (Hanika/Trimmel, 2005, S.124)








k=96 L(k) = L(96) + L(97) + L(98) + L(99) + L(100) =
= 1660 + 1076 + 670 + 400 + 477 = 4283.
Dass in der Sterbetafel für T (96) aber der Wert 4284 steht, ist darauf zurückzuführen, dass
bei der Berechnung der T (x)-Werte mit den genauen L(x)-Werten gerechnet wird und nicht
mit den gerundeten!





In der Sterbetafel ﬁnden wir für L(95) aber den Wert 2464. Für die Berechnung von T (95)
wird bei der Aufsummierung mit 2464,5 gerechnet.
Eine rekursive Formel für die Berechnung von T (x) ist gegeben durch
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T (x) = T (x+ 1) + L(x).
Z. B.: T (95) = T (96) + L(95) = 4284 + 2464 = 6748.
Die Werte aus der T (x)-Spalte werden zur Berechnung der ferneren Lebenserwartung e(x)
benötigt.
Die e(x)-Spalte gibt die fernere Lebenserwartung im Alter x an. Sie kann mathematisch
durch die folgende Formel berechnet werden:
e(x) = T (x)
l(x)






Die durchschnittliche fernere Lebenserwartung eines 18-jährigen Mannes beträgt also in wei-
terer Folge noch 58,17 Jahre.
Umgangsprachlich wird zumeist die Lebenserwartung bei der Geburt als durchschnittliche
Lebenserwartung verstanden. Laut Sterbetafel 2000/2002 beträgt diese für Männer 75,51
Jahre und für Frauen 81,48 Jahre.
Man darf dieses Ergebnis aber nicht so interpretieren, dass diese Werte die tatsächliche
mittlere Lebenserwartung eines Kindes, das in den Jahren 2000 bis 2002 geboren wurde,
angeben. Diese kann erst nach ca. 100 Jahren retrospektiv festgestellt werden.
Die Diﬀerenz zwischen der ferneren Lebenserwartung bei Männern und Frauen beträgt bei
der Geburt ca. sechs Jahre. Wie aus der Sterbetafel ersichtlich ist, verringert sich diese
Diﬀerenz in den ersten 20 Lebensjahren kaum. Beispielsweise beträgt die Diﬀerenz der fer-
neren Lebenserwartungen eines 20-jährigen Mannes und einer 20-jährigen Frau 5,73 Jahre
(62, 01− 56, 28). Erst danach reduziert sich der Vorsprung der Frauen gegenüber den Män-
nern zunehmend. Im Alter von 30 Jahren hat sich die Diﬀerenz auf 5,4 Jahre, im Alter von
60 Jahren bereits auf 4 Jahre reduziert (Hanika/Trimmel, 2005, S.126).
Man darf die fernere Lebenserwartung nicht mit der mittleren Lebensdauer verwechseln.
Unter der mittleren Lebensdauer versteht man jenes Alter, bei dem vom Ausgangswert von
100 000 Männer bzw. Frauen noch genau die Hälfte (also 50 000) übrig ist. Die mittlere
Lebensdauer für Männer beträgt demnach zwischen 78 und 79 Jahre und für Frauen zwischen
84 und 85 Jahre. Unter Anwendung einer linearen Interpolation erhält man eine mittlere
Lebensdauer von 78,8 Jahren für Männer und für Frauen eine von 84,4 Jahren.
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Der Vollständigkeit halber sei hier auch noch die normale Lebensdauer als statistische Kenn-
größe angeführt. Auch sie ist ein Maß für die zukünftige Lebenszeit eines Neugeborenen.
Unter der normalen Lebensdauer versteht man jenes Alter, in dem die meisten Sterbefälle
erreicht werden. Gemeint ist also jenes Alter x, das den größten d(x)-Wert besitzt. Die-
ser Wert liegt bei Männern bei 83 Jahren (d(83) = 3709) und bei Frauen bei 87 Jahren
(d(87) = 4632).
Die verschiedenen Daten aus einer Sterbetafel können auch graﬁsch dargestellt werden. Ein
Beispiel für die Darstellung der Sterbewahrscheinlichkeit aus den Daten der Sterbetafel von
Österreich aus dem Zeitraum 2000/02 gibt die folgende Graﬁk. Die Skalierung ist logarith-
misch ausgelegt um eine bessere Lesbarkeit zu gewährleisten.
Wie aus der Graﬁk klar ersichtlich ist, ist die Sterbewahrscheinlichkeit für Neugeborene
relativ hoch. Sie fällt jedoch bis zum fünften Lebensjahr rapid und bleibt bis etwa zum 15.
Lebensjahr relativ konstant. Ab 30 Jahren steigt die Sterblichkeitswahrscheinlichkeit wieder
bis ins hohe Alter an.
Abbildung 4.2.: Altersspeziﬁsche Sterbewahrscheinlichkeiten




Es sei nun Tx jene Zufallsvariable, die die zufällige restliche Lebensdauer ab dem Alter x
angibt. Tx ist also die Zeit, die der x-jährige noch lebt, wobei x immer in ganzen Jahren
angegeben wird.
Es wird hiermit explizit darauf hingewiesen, dass die Zufallsvariabel Tx nicht mit dem Eintrag
T (x) in der Sterbetafel verwechselt werden soll!
Für die einjährige Sterbewahrscheinlichkeit qx gilt somit: qx = P (Tx < 1)
Für die einjährige Überlebenswahrscheinlichkeit px erhalten wir:
px = 1− qx = 1− P (Tx < 1) = P (Tx ≥ 1)
(Gerber, 1986, S.18).
Die Zufallsvarible Tx ist eine stetige Zufallsvariable (schließlich kann der Tod zu jedem Zeit-
punkt eintreﬀen; die Ereignismenge ΩT ist also überabzählbar) mit der Verteilungsfunktion
Gx(t) = P (Tx ≤ t), t ≥ 0.
Gx(t) gibt für ein festes t also die Wahrscheinlichkeit an, dass ein x-jähriger innerhalb von t
Jahren sterben wird. Wir benutzen die international übliche Schreibweise:
Gx(t) = P (Tx ≤ t) = tqx (4.25)
Analog dazu ist: tpx = 1 − tqx = 1 − Gx(t) die t-jährige Überlebenswahrscheinlichkeit des
x-jährigen.
Mit Hilfe der Sterbetafeln können wir nun über die dort aufgelisteten einjährigen Sterbe-
wahrscheinlichkeiten qx die t-jährige Überlebenswahrscheinlichkeit tpx eines x-jährigen wie
folgt berechnen:
tpx = px · px+1 · px+2 · ... · px+t−1, t = 1, 2, 3, ... (4.26)
(Gerber, 1986, S.22).
Beispiel 4.11
(Goldammer, 2007/08a, UE 3, Bsp 21)
Die folgenden Wahrscheinlichkeiten sind durch die Überlebens- bzw. Sterbewahrscheinlich-




Ein 45-jähriger Mann stirbt
a) nach Vollendung des 60. Lebensjahres.
b) im Laufe des 78. Lebensjahres.
c) nach Vollendung des 65., aber vor Vollendung des 69. Lebensjahres.
Lösung:
a) x = 45, t = 15
15p45 ... 15-jährige Überlebenswahrscheinlichkeit des 45-jährigen.
15p45 = p45 · p46 · ... · p59 =
= (1− 0, 0029503) · (1− 0, 0032555) · ... · (1− 0, 0103254) = 0, 9105 ≈ 91%






= 0, 9105 ≈ 91%
3
Wir erhalten somit den allgemein gültigen Zusammenhang:
lx+t = lx · tpx (4.27)
Beweis:















tpx = px · px+1 · ... · px+t−2 · px+t−1 = lx+1lx ·
lx+2
lx+1







b) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein x-jähriger die nächsten s Jahre überlebt und dann
innerhalb von t Jahren sterben wird, bezeichnen wir mit: s|tqx
s|tqx = P (s < Tx < s+ t) = Gx(s+ t)−Gx(s) = s+tqx − sqx
Im Beispiel: 32|1q45 = 33q45 − 32q45 = G45(33)−G45(32)
Nebenrechnung:
33q45 = 1− 33p45 = 1− l45+33l45 = 1− l78l45 = 1− 5258695705 ≈ 1− 0, 5495 ≈ 0, 4505
32q45 = 1− 32p45 = ... = 1− 5567295705 ≈ 1− 0, 5817 ≈ 0, 4183
somit: 32|1q45 = 0, 4505− 0, 4183 ≈ 0, 0322 ≈ 3%
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c) s|tqx = 20|4q45 = 24q45 − 20q45 = G45(24)−G45(20)
Berechnung:
24q45 = 1− 24p45 = 1− l69l45 = 1− 7507695705 ≈ 0, 2155
20q45 = 1− 20p45 = 1− l65l45 = 1− 8150295705 ≈ 0, 1484
somit: 20|4q45 = 0, 2155− 0, 1484 ≈ 0, 0671 ≈ 6, 7%
Man kann bei der Berechnung von s|tqx auch folgendermaßen vorgehen:
20|4q45 = 24q45 − 20q45 = (1− 24p45)− (1− 20p45) = 1− 24p45 − 1 + 20p45 =
=20p45 − 24p45 = l65l45 − l69l45 = l65−l69l45 = 81502−7507695705 ≈ 0, 0671




(Goldammer, 2007/08a, UE 3, Bsp 23)
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein 25-jähriger Mann, der eine 22-jährige
Frau heiratet, a) seinen 75. Geburtstag erlebt? b) mit seiner Frau zusammen die Goldene
Hochzeit feiert?
Man benutze zur Berechnung der Sterbewahrscheinlichkeiten die Sterbetafel 2000/02 und
nehme an, dass die Lebensdauer der beiden unabhängig ist und es zu keiner Scheidung
kommt.
Lösung:








gemeinsam Goldene Hochzeit: 50p25 · 50p22 ≈ 52, 6%
3
Die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein x-jähriger nach Erreichen des Alters x + s
noch weitere t Jahre leben wird, unter der Bedingung, dass er das Alter x + s erreicht,
bezeichnen wir mit tpx+s.








Die t-jährige Sterbewahrscheinlichkeit unter der Bedingung, dass der x-jährige das Alter x+s
erreicht, ist:






i) s+tpx = spx · tpx+s (4.30)
ii) s|tqx = spx · tqx+s (4.31)
Beweis: i) s+tpx = 1−Gx(s+ t) = 1−Gx(s)1−Gx(s) · (1−Gx(s+ t)) =
= (1−Gx(s)) · 1−Gx(s+t)1−Gx(s) = spx · tpx+s =
= px · px+1 · px+2 · ... · px+s−1 · px+s · px+s+1 · ... · px+s+t−1
ii) s|tqx = P (s < Tx < s+ t) = Gx(s+ t)−Gx(s) = 1−Gx(s)1−Gx(s) · (Gx(s+ t)−Gx(s)) =
= (1−Gx(s)) · Gx(s+t)−Gx(s)1−Gx(s) = spx · tqx+s
2
Somit haben wir eine weitere Formel zur Berechnung von s|tqx kennengelernt.
Wir können nun beispielsweise 2|3q60 sowohl über 2|3q60 = l62−l65l60 =
85135−81602
87141
≈ 0, 04054, als
auch über 2|3q60 = 2p60 · 3q62 = p60 · p61 · (1− 3p62) = p60 · p61 · (1− p62 · p63 · p64) ≈ 0, 04169
berechnen, wenn wir mit den Werten der österreichischen Sterbetafel 2000/02 arbeiten, und
von einer männlichen Person ausgehen. Der Unterschied beim Resultat ab der dritten Nach-
kommastelle ist darauf zurückzuführen, dass mit gerundeten Werten gerechnet wird.
Als einen Eintrag in vielen Sterbetafeln ﬁndet man, wie schon erwähnt, die fernere Lebens-
erwartung im Alter x, die man über die Formel e(x) = T (x)
l(x)
aus den Werten der jeweiligen
Sterbetafel berechnen kann. (Anmerkung: Hier ist mit T (x) der Eintrag in der Sterbetafel
und nicht die Zufallsvariable gemeint.)
An und für sich versteht man in der Mathematik unter dem Erwartungswert einer Zufalls-
variablen X aber Folgendes:
Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f und existiert das (uneigentliche) Integral∫∞
−∞ | x | ·f(x) dx, so heißt das Integral E(X) =
∫∞
−∞ x · f(x) dx Erwartungswert von X.
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Den Erwartungswert der Zufallsvariable Tx wollen wir mit dem Symbol e˙x bezeichnen und
nennen E(Tx) = e˙x schlichtweg die Lebenserwartung des x-jährigen.
Wir erhalten:
e˙x = E(Tx) =
∫∞
0
t · gx(t) dt, wobei gx die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Tx ist.








= lims→∞ [Gx(s) · s−
∫ s
0













































wobei ω das letzte Alter der Sterbetafel bezeichnet. Es wird also ein oberstes Alter für
das menschliche Leben angenommen. Die Sterbewahrscheinlichkeit qω ist also 1. Bei der
Sterbetafel für Österreich von 2000/02 ist ω mit 100 festgelegt.
Wir werden diese Nährung später noch genauer erläutern.
4.2.3. Sterblichkeitsintensität
Unter Sterblichkeitsintensität versteht man die momentane Sterberate im Alter x+ t.
Sie stellt also quasi das stetige Pendant zu tqx dar.
Der Sterblichkeitsintensität kommt sachlich die Bedeutung einer ﬁktiven Sterbe-
wahrscheinlichkeit zu. [Man kann davon ausgehen], dass in [...] Lebensperioden,
in denen sich die Sterbenswahrscheinlichkeit nahezu gleichförmig (d. h. nahezu
linear) ändert, zwischen Sterbenswahrscheinlichkeit und Sterbeintensität nur ein
geringer Unterschied bestehen werde. (Czuber, 1928, S.83f)








ln(1−Gx(t)) = − d
dt
ln tpx (4.33)




t · tpx · µx+t︸ ︷︷ ︸
=gx(t)
dt geschrieben werden.
4.2.4. Mathematische Verteilung der zufälligen restlichen
Lebensdauer
Falls Gx(t) durch eine einfache Formel beschrieben werden kann, sprechen wir von einer
analytischen oder mathematischen Verteilung.
Ähnlich wie wir es von der Normalverteilung und deren Dichtefunktion (Anmerkung: der
Gauss'schen Glockenkurve) in der Statistik kennen, hätten wir auch hier den Vorteil, dass
man Gx(t) relativ einfach durch Vorgabe der Parameter der Verteilung beschreiben kann.
Analytische Verteilungen haben außerdem vorteilhafte theoretische Eigenschaften.
Wir wollen nun die vier wichtigsten analytischen Verteilungen von Tx vorstellen:
De Moivre (1724) nahm an, dass Tx zwischen 0 und ω − x gleichverteilt ist. Für die
Dichtefunktion gx(t) erhielt er die Termdarstellung:
gx(t) =
1
ω − x, für 0 < t < (ω − x). (4.34)
















ω − x− t
2
Gompertz (1824) gab eine bessere Näherung des menschlichen Alters an, indem er ein ex-
ponentielles Wachstum der Sterblichkeitsintensität annahm. Er gab für µx+t folgende Formel
an: µx+t = B · cx+t, wobei t > 0 und für die Parameter B > 0 und c > 1 gilt.
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Makeham (1860) verallgemeinerte diese Formel zu: µx+t = A + B · cx+t, wobei t > 0.
A ist hier eine zusätzlich altersunabhängige Komponente > 0.
Weibull (1939) beschrieb die Sterblichkeitsintensität nicht exponentiell, sondern nahm an,
dass x + t mit der n-ten Potenz wachse: µx+t = k · (x + t)n mit den Parametern k, n > 0
(Gerber, 1986, S.18f).
4.2.5. Die gestutzte Lebensdauer des x-jährigen




px dt berechnen kann.

















wobei ω jenes Alter bezeichnet, das als oberstes Alter für das menschliche Leben angenommen
wird.
Wir werden nun zeigen, warum diese Näherung ihre Berechtigung hat.
Es sei nun Kx = [Tx] die ganzzahlige gestutzte zukünftige Lebensdauer des x-jährigen. Es
werden also nur ganze Jahre gezählt.
Aus der Verteilung von Tx erhalten wir die Verteilung von Kx wie folgt:
P (Kx = k) = P (k < Tx < k + 1) = k|1qx = kpx · 1qx+k (4.35)
Der Erwartungswert der diskreten Zufallsvariable Kx heißt gestutzte Lebenserwartung des




k · P (Kx = k) =
ω−x∑
k=1
k · kpx · 1qx+k (4.36)
Es handelt sich hierbei um eine allgemein gültige Formel wie sie unter anderem bei Gerber
(1986) oder Kroll (2002) nachzulesen sind.
(Es wird hier explizit darauf hingewiesen, dass die gestutzte Lebenserwartung ex nicht mit





wird, verwechselt werden soll!)
In Analogie zum kontinuierlichen Fall e˙x =
∫∞
0 t






Wir wollen nun zuerst durch ein Beispiel und dann allgemein zeigen, dass die beiden Formeln
(4.36) und (4.37) zur Berechnung von ex zum selben Ergebnis führen.
Rechnen wir mit der Sterbetafel für Österreich 2000/02, so ist ω = 100. Die gestutzte Le-
benserwartung eines 97-jährigen Mannes ist dann einerseits
e97 =
∑3
k=1 k · kp97 · 1q97+k =
= 1 · p97 · q98 + 2 · p97 · p98 · q99 + 3 · p97 · p98 · p99 · q100︸︷︷︸
=1
=
= p97 · (1− p98) + 2 · p97 · p98 · (1− p99) + 3 · p97 · p98 · p99 =
= p97 − p97 · p98 + 2 · p97 · p98 − 2 · p97 · p98 · p99 + 3 · p97 · p98 · p99 =
= p97 + p97 · p98 + p97 · p98 · p99, und andererseits
e97 =
∑3
k=1 kp97 = p97 + p97 · p98 + p97 · p98 · p99,
somit Gleichheit.
Gerechnet mit den einjährigen Sterbewahrscheinlichkeiten der Sterbetafel für Österreich von
2000/02 erhalten wir für den 97-jährigen Mann eine gestutzte Lebenserwartung von ≈ 1, 24






Den allgemeinen Beweis kann man nun für ein beliebiges x analog zur obigen Vorgehensweise
durchführen oder auf folgende Weise zeigen:
∑ω−x




k=1 k · kpx · qx+k − kpx =
=
∑ω−x
k=1 kpx · (k · qx+k − 1) =
∑ω−x
k=1 [(1−Gx(k)) · (k · Gx(k+1)−Gx(k)1−Gx(k) − 1)] =
=
∑ω−x
k=1 (k · [Gx(k + 1)−Gx(k)]− 1 +Gx(k)) =
= 1 · (Gx(2)−Gx(1))− 1 +Gx(1) + 2 · (Gx(3)−Gx(2))− 1 +Gx(2)+
+3 · (Gx(4)−Gx(3))− 1 +Gx(3) + ...+ (ω − x) · (Gx(ω − x+ 1)−Gx(ω − x))−
−1 +Gx(ω − x) =
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= Gx(2)−Gx(1)− 1 +Gx(1) + 2 ·Gx(3)− 2 ·Gx(2)− 1 +Gx(2) + 3 ·Gx(4)− 3 ·Gx(3)−
−1 +Gx(3) + ...+ (ω − x) ·Gx(ω − x+ 1)− (ω − x) ·Gx(ω − x)− 1 +Gx(ω − x) =
= −1 · (ω − x) + (ω − x) ·Gx(ω − x+ 1) = (ω − x) · [Gx(ω − x+ 1)− 1] =
= (ω − x) · [ω−x+1qx − 1] = (ω − x) · (1− ω−x+1px − 1) =




Es sei nun Sx der Bruchteil eines Jahres, den der x-jährige im Todesjahr noch erlebt. Es ist
also Tx = Kx + Sx.
Sx ist eine stetige Zufallsvariable und hat eine stetige Verteilung mit Werten zwischen
0 und 1. Wenn wir mit 1
2
approximieren und mit diesem Wert den Erwartungswert bilden,
erhalten wir die Näherung e˙x ≈ ex + 12 .
Dieser Näherung wird in der Praxis sehr oft verwendet um die Lebenserwartung ex des
x-jährigen auszurechnen.
Exakterweise wollen wir hier vermerken, dass eine Sterbetafel eigentlich eine Tabelle von
einjährigen Sterbewahrscheinlichkeiten ist, durch die dann die Verteilung von Kx deﬁniert




Ziel dieses Kapitels ist es die folgende zentrale Frage zu beantworten:
Wie hoch sollen die im Voraus zu zahlenden Prämien der versicherten Person sein, damit
diese den Gegenleistungen des Versicherungsunternehmens, die in Zukunft fällig sein werden,
mit hoher Wahrscheinlichkeit entsprechen?
Man stellt also die Summe der Prämien aller Versicherten eines Lebensversicherungsunter-
nehmens der Summe der Zahlungen des Lebensversicherungsunternehmens an die betrof-
fenen Versicherten gegenüber. Zunächst vernachlässigen wir die Gewinne und Kosten des
Versicherungsunternehmens.
Die Leistung, die das Versicherungsunternehmen erbringt, kann, je nach Versicherungsart,
entweder aus der Bezahlung einer einzelnen Summe (des Kapitals) oder in Form einer Reihe
von Zahlungen, die über eine bestimmte Zeit gemacht werden (den Renten), erfolgen.
Ein Spezialfall der Rente ist die sogenannte Leibrente, bei der die Zahlungen solange erfolgen,
wie eine bestimmte Person, die beim Eintritt in die Versicherung das Alter x hat, lebt. Eine
Leibrente ist also eine Zeitrente, wobei die Dauer von der Zufallsvariable Tx abhängt.
Umgekehrt kann auch die Leistung, die der Versicherte erbringt, je nach Versicherungsart,
aus der Bezahlung einer einzelnen Summe (der sogenannten Einmalprämie) oder in Form
von einer Reihe von Zahlungen (den Prämien) erfolgen. In zweiterem Fall können wir noch
unterscheiden, ob die Finanzierung durch periodische Prämien von konstanter Höhe oder
durch periodische Prämien von variabler Höhe erfolgt.
Es sei hier erwähnt, dass Leibrenten im Versicherungswesen im Allgemeinen sowohl als Zah-
lung des Versicherungsunternehmens (also als Leistung des Versicherungsunternehmens), als
auch als periodische Zahlungen der versicherten Person (also als Prämien des Versicherten)
verstanden werden. Zweiteres natürlich mit umgekehrten Vorzeichen.
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Wir werden in weiterer Folge den Begriﬀ Leibrente für die Leistung des Versicherungsunter-
nehmens verwenden.
Um die diversen Zahlungen vergleichen zu können, werden sie auf einen bestimmten Tag
bezogen; sie werden also diskontiert. Es ist oft üblich die Zahlungen auf den Barwert zu
beziehen. Diesen kann man aufgrund eines bestimmten angegebenen Zinssatzes i (wobei mit
i wieder der jährliche eﬀektive dekursive Zinssatz gemeint ist) berechnen (Kapitel 4.1.2,
S.24ﬀ).
Den Barwert einer Leibrente bezeichnen wir mit Y . Da die Dauer einer Leibrente von der
Zufallsvariable Tx abhängt, ist der Barwert der Leibrente Y demnach selbst eine Zufallsva-
riable.
Auch im Fall, dass die Leistung des Versicherungsunternehmens aus der Bezahlung einer
einzelnen Summe (des Kapitals) besteht, können sowohl die Höhe dieses Kapitals, als auch
der Zeitpunkt seiner Auszahlung im Allgemeinen von der Zufallsvariable Tx abhängig sein.
Den Barwert des Kapitals wollen wir mit Z bezeichnen. Da er, wie auch die zuvor erwähnte
Dauer der Leibrente, von der Zufallsvariable Tx abhängt, ist der Barwert des Kapitals Z
selbst eine Zufallsvariable.
Den erwarteten Barwert des Kapitals E(Z) wollen wir mit Nettoeinmalprämie (kurz: NEP)
bezeichnen.
Analog dazu deﬁnieren wir den erwarteten Barwert einer Leibrente durch E(Y ). Die NEP
einer Leibrente ist also ihr erwarteter Barwert E(Y ).
Da die NEPs das vom Versicherungsunternehmen getragene Risiko nicht widerspiegeln, in-
teressiert man sich im Allgemeinen für die Verteilung von Z bzw. Y .
Neben den Leistungen, die das Versicherungsunternehmen erbringt, wollen wir nun auch die
Leistungen, zu denen sich der Versicherte verpﬂichtet (Prämien) auf den Barwert beziehen.
Bei periodischen Prämien von konstanter oder variabler Höhe müssen wir bei der Berechnung
des Barwerts auf die Dauer und auf die Art (jährlich oder unterjährig) der Prämie achten.
Prämien werden für gewöhnlich vorschüssig bezahlt. Den Barwert der Prämie bezeichnen wir
mit P .
Sowohl die Höhe der Prämie als auch die Anzahl der Prämienzahlungen können im allgemei-
47
5. Versicherungsleistungen
nen von Tx abhängig sein.
Beispielsweise wird eine Person, die als 60-jährige eine Versicherung abschließt, höhere Prä-
mien zahlen, als eine 40-jährige Person, die die gleiche Versicherung abschließt. Der Grund
dafür ist oﬀensichtlich: Alleine die einjährige Sterbewahrscheinlichkeit q60 der 60-jährigen
männlichen Person ist etwa sechsmal so hoch wie die der 40-jährigen.
Da der Zeitpunkt des Todes ungewiss ist, ist auch die Anzahl der Prämienzahlungen von Tx
abhängig.
Somit ist der Barwert der Prämie P von Tx abhängig und ist selbst eine Zufallsvariable. Um
die Zahlungen des Versicherungsunternehmens und die des Versicherten vergleichen zu kön-
nen, berechnet man den erwarteten Barwert der Prämie E(P ) (erwartete Prämienleistung).
Es sei nun L die Diﬀerenz zwischen dem Barwert der Versicherungsleistung (Z bei Ein-
malzahlung bzw. Y bei Leibrenten) und dem Barwert der Prämienleistung P . Bei einer
vernünftigen Wahl der Prämien muss die Zufallsvariable L einen Wertebereich haben, der
positive und negative Werte umfasst.
Wir sprechen von einer Nettoprämie N , wenn E(L) = 0 ist, das heißt, wenn E(Z) bzw.
E(Y ) = E(P ) ist.
Falls die Prämie durch eine Einmalzahlung (Einmalprämie) ﬁnanziert wird, gelangen wir
durch die Beziehung E(L) = 0 auf die bereits angesprochene NEP.
Im Falle, dass die Prämie durch konstante, periodische Prämien ﬁnanziert wird, können wir
uns die Nettoprämie N durch die Beziehung E(L) = 0 relativ einfach berechnen, wie das
folgende Beispiel zeigen wird.
Im Falle von variablen Prämien dient die Beziehung E(L) = 0 als Randbedingung. Die
Nettoprämie ist in diesem Fall nicht eindeutig bestimmbar (Gerber, 1986, S.48).
Beispiel 5.1
Ein 50-jähriger Mann schließt eine Lebensversicherung auf den Todesfall über 40000 e mit
einer Laufzeit von zwei Jahren ab. Wie hoch sollte die Prämie fairerweise sein, wenn mit
i = 3, 25% gerechnet wird, die Prämie jeweils zu Beginn des ersten und zu Beginn des




restliche Lebensdauer Tx 0  1 Jahre 1  2 Jahre ≥ 2 Jahre
restliche Lebensdauer in ganzen Jahren 0 1 ≥ 2
Prämienzahlungen (bezogen auf den N N +N · v N +N · v + 0
Zeitpunkt 0, also auf Vertragsbeginn)
Leistung der Versicherung 40000 · v 40000 · v2 0
(bezogen auf Vertragsbeginn)
Wahrscheinlichkeiten (berechnet mit q50 = 0, 0049170 1|1q50 = p50 · q51 2p50 = p50 · p51
österreichischen Sterbetafel 2000/02) = 0, 0054293 = 0, 989654
(Natürlich muss die Summe der hier angegebenen Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben:








Den Barwert der Prämienzahlung bezeichnen wir mit P . Für den erwarteten Barwert der
Prämienleistung E(P ) gilt:
E(P ) = N · q50 + (N +Nv) · p50 · q51 + (N +Nv) · 2p50 =
= N · q50 +N · (1 + v) · p50 · q51 +N · (1 + v) · p50 · p51 =
= N · (q50 + (1 + v) · p50 · q51 + (1 + v) · p50 · p51) =
= N · 1, 963760775.
Den Barwert der Versicherungsleistung bezeichnen wir mit Z (Bezahlung einer einzelnen
Summe). Für den erwareten Barwert der Versicherungsleistung E(Z) gilt:
E(Z) = 40000 · v · q50 + 40000 · v2 · p50 · q51 + 0 · 2p50 =
= 40000 · v · (q50 + v · p50 · q51) = 394, 20.
Die Diﬀerenz L berechnet sich aus L = Z − P .
Wenn wir nun die beiden erhaltenen Werte gemäß E(L) = 0 gleichsetzen, erhalten wir für N :
E(P ) = E(Z)⇐⇒ N · 1, 964 = 394, 20⇐⇒ N ≈ 200, 74 e.
Die Prämie, die der 50-jährige Mann jeweils zu Beginn des ersten und zweiten Jahres bezahlen
muss, beträgt also 200,74 e.
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Es sei hier darauf hingewiesen, dass Gewinne bzw. Kosten des Versicherungsunternehmens in
diese Rechnung nicht einbezogen wurden. Wir haben mit der Bedingung E(L) = 0 gerechnet
und können unser Resultat N ≈ 200, 74 e somit als Nettoprämie bezeichnen. Man kann das
Ergebnis so interpretieren, dass der erwartete Verlust (wobei erwartet im mathematischen
Sinn zu verstehen ist) des Versicherungsunternehmens (und des Versicherungsnehmers) ver-
schwindet, wenn N = 200, 74 e ist.
3
Beim vorigen Beispiel haben wir so gerechnet, als würde das Versicherungsunternehmen
seine Leistungen gegen Nettoprämien erbringen. In der Praxis wird sich das Versicherungs-
unternehmen aber einen angemessenen Sicherheitszuschlag für das Risiko, das es trägt, zu
der Prämie hinzurechnen. Wir werden später Möglichkeiten aufzeigen, wie man Prämien
bestimmen kann, die die Risiken, die das Versicherungsunternehmen trägt, berücksichtigen.
Zunächst wollen wir uns aber auf die Berechnung von Nettoprämien beschränken.
Betrachten wir nun eine Berechnung der Lebensversicherung auf den Erlebensfall.
Beispiel 5.2
Ein 50-jähriger Mann schließt eine Lebensversicherung auf den Erlebensfall über 40000 e mit
einer Laufzeit von zwei Jahren ab. Die Prämien werden wieder jährlich vorschüssig bezahlt.
Die Versicherungsleistung wird ausbezahlt, nachdem er die zwei Jahre (Laufzeit) überlebt
hat. Es wurde ein Zinssatz von i = 3, 25% vereinbart.
Wie hoch fallen die Prämien aus?
Lösung:
restliche Lebensdauer Tx 0  1 Jahre 1  2 Jahre ≥ 2 Jahre
restliche Lebensdauer in ganzen Jahren 0 1 ≥ 2
Prämienzahlungen (bezogen auf den N N +N · v N +N · v
Zeitpunkt 0, also auf Vertragsbeginn)
Leistung der Versicherung 0 0 40000 · v2
(bezogen auf Vertragsbeginn)
Wahrscheinlichkeiten q50 1|1q50 = p50 · q51 2p50 = p50 · p51
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Wir berechnen wieder die erwartete Prämienzahlung bzw. die erwartete Versicherungsleis-
tung (beides bezogen auf den Barwert) und erhalten:
E(P ) = N · q50 + (N +Nv) · p50 · q51 + (N +Nv) · 2p50 = N · 1, 96376
E(Z) = 0 · q50 + 0 · p50 · q51 + 40000 · v2 · 2p50 = 37133, 265.
Zur Berechnung der Nettoprämie setzen wir E(P ) = E(Z) und erhalten:
N · 1, 963 = 37133, 265⇐⇒ N ≈ 18909, 25 e.
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Wir möchten nun, nachdem die Nettoprämie anhand von zwei konkreten Beispielen berech-
net wurde, dazu übergehen, allgemeine Formeln einerseits für die Ermittlung der erwarteten
Leistungszahlungen (Kapitel 5), andererseits für die Ermittlung der erwarteten Prämienzah-
lungen (Kapitel 6) der versicherten Person zu entwickeln.
5.1. Versicherungsleistungen durch Einmalzahlungen
5.1.1. Die t-jährige Lebensversicherung auf den Todesfall
Bei Todesfallversicherungen unterscheiden wir zunächst zwischen einer Todesfallversicherung
mit lebenslänglicher Deckung (t = ω−x, wobei ω das letzte Alter ist, für das in der jeweiligen
Sterbetafel noch Lebende angegeben sind (angenommenes oberstes Alter für das menschli-
che Leben)) und einer temporären Todesfallversicherung (t = n, wobei n die Laufzeit der
Versicherung ist).
Da die Leistung des Versicherungsunternehmens in diesem Kapitel durch eine Einmalzahlung
erfolgt, gilt für den Barwert Z dieses Kapitals κ:
(i) für die Todesfallversicherung mit lebenslänglicher Deckung
Z = κ · vK+1, wobei K die in Kapitel 4.2.5, Seite 43ﬀ, eingeführte ganzzahlige gestutzte
zukünftige Lebensdauer des x-jährigen ist.
(Aufgrund der besseren Lesbarkeit verzichten wir in weiterer Folge auf den Index x und
schreiben für die ganzzahlige gestutzte zukünftige LebensdauerKx des x-jährigen einfachK.)
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Das Kapital κ wird also am Ende jenes Jahres fällig, in dem der Tod der versicherten Person
eintreten wird. Man bedenke, dass die Höhe des Kapitals hier nicht vom Zufall abhängt, der
Zeitpunkt seiner Auszahlung, welcher K + 1 ist, hingegen schon.
Die möglichen Werte, die Z annehmen kann, sind κv, κv2, κv3, ..., κvω−x+1.
Wir können nun aus der Verteilung von K auf die Verteilung von Z schließen:
P (Z = κ · vk+1) = P (K = k) = k|1qx = kpx · 1qx+k, für k = 0, 1, ..., ω − x.
Den erwarteten Barwert des Kapitals E(Z), also die NEP, berechnet man demnach wie folgt:
NEPx = E(Z) =
=
∑ω−x
k=0 κ · vk+1 · P (Z = κ · vk+1) =
=
∑ω−x
k=0 κ · vk+1 · kpx · qx+k =
= κ · v · qx + κ · v2 · px · qx+1 + κ · v3 · 2px · qx+2 + ...+ κ · vω−x+1 · ω−xpx · qω =
= κv · (qx + v · px · qx+1 + v2 · px · px+1 · qx+2 + ...
...+ vω−x · px · px+1 · px+2 · ... · pω−1 · qω︸︷︷︸
=1
).
Bemerkung: Falls κ = 1 liegt ein Spezialfall vor.
In diesem Fall wollen wir E(Z) = NEPx mit Ax bezeichnen.
Diese Bezeichnung stimmt mit der international üblichen Symbolik überein.
Ax lässt sich laut Gerber (1986, S.32) auch durch folgende Rekursionsformel berechnen:
Ax = E(Z) =
= v · (qx +
ω−(x+1)∑
k=0
vk+1 · kpx+1 · qx+1+k︸ ︷︷ ︸
Ax+1
· px) =
= v · (qx + Ax+1 · px) = v · qx + v · Ax+1 · px.
Beweis:
Ax+1 = v · qx+1 + v2 · px+1 · qx+2 + v3 · 2px+1 · qx+3 + ...+ vω−x · ω−x−1px+1 · qω =
= v · qx+1 + v2 · px+1 · qx+2 + v3 · px+1 · px+2 · qx+3 + ...+ vω−x · px+1 · px+2 · ... · pω−1 · qω
Ax+1 · px = v · px · qx+1 + v2 · px · px+1 · qx+2 + v3 · px · px+1 · px+2 · qx+3 + ...
...+ vω−x · px · px+1 · px+2 · ... · pω−1 · qω
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Also ist v · (qx + Ax+1 · px) = v · qx + v2 · px · qx+1 + v3 · 2px · qx+2 + ...
...+ vω−x+1 · ω−xpx · qω = Ax.
2
Allgemein (also auch für κ 6= 1) gilt für die Berechnung der NEPx die Rekursionsformel:
NEPx = E(Z) = κ · (v · qx + v · Ax+1 · px). (5.1)
Beispiel 5.3
(Goldammer, 2007/08a, UE 4, Bsp 33)
Berechnen Sie die erwarteten Barwerte des Kapitals κ einer lebenslänglichen Todesfallversi-
cherung für die Alter x = 36, 37, 38, wenn mit i = 3% verzinst und mit der folgenden Tabelle
gerechnet wird:
x 30 31 32 33 34 35 36 37 38 ω = 39 40
lx 10000 9800 9400 8800 8000 7000 5800 4400 2800 1000 0
dx 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 1000
Lösung: NEPx =
∑ω−x
k=0 κ · vk+1 · kpx · qx+k
i) x = 36:
NEP36 = E(Z) =
∑3
k=0 κ · vk+1 · kp36 · q36+k =
= κ · (v · q36 + v2 · p36 · q37 + v3 · 2p36︸︷︷︸
=p36·p37









Mittels qx = dxlx berechnen wir die für die Rechnung benötigten einjährigen Sterbe-
wahrscheinlichkeiten:
q36 ≈ 0, 2414 =⇒ p36 ≈ 0, 7586
q37 ≈ 0, 3636 =⇒ p37 ≈ 0, 6364
q38 ≈ 0, 6429 =⇒ p38 ≈ 0, 357
q39 = 1
⇒ NEP36 = E(Z) = κ · 0, 931572205
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ii) x = 37:
entweder analog zu oben:
∑2
k=0 κ · vk+1 · kp37 · q37+k oder mittels Rekursionsformel
(5.1):
NEPx = κ · (v · qx + v · Ax+1 · px)
NEP36︸ ︷︷ ︸
κ·0,931572205
= κ · (v · q36 + v · A37 · p36) ⇐⇒ A37 = 0,931572205−v·q36v·p36
⇒ NEP37 = κ · A37 = κ · 0, 946639171
iii) x = 38:
entweder analog zu oben:
∑1
k=0 κ · vk+1 · kp38 · q38+k = κ · v · q38 + κ · v2 · p38 · q39 =




v·p37 ≈ 0, 960774544
⇒ NEP38 = κ · 0, 960774544
3
(ii) für die temporäre Todesfallversicherung
Z =
 κ · vK+1 für K = 0, 1, ..., n− 10 für K = n, n+ 1, ...
wobei K wieder die ganzzahlig gestutzte zukünftige Lebensdauer und n die Laufzeit der
Versicherung ist.
Das Kapital κ wird also nur dann ausbezahlt, falls die versicherte Person innerhalb der ersten
n Jahre stirbt. Die Auszahlung erfolgt gegebenenfalls am Ende des Jahres, in dem der Tod
eintritt.
In Beispiel 5.1 (S.48) mit der Todesfallversicherung für den 50-jährigen Mann war n = 2
(zweijährige Laufzeit).
Die möglichen Werte, die Z annehmen kann, sind 0 (falls die Person nicht innerhalb der
ersten n Jahre sterben sollte), κv, κv2, ..., κvn.
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Für die Verteilung von Z erhalten wir:
P (Z = κ · vk+1) = k|1qx = kpx · qx+k für k = 0, 1, 2, ..., n− 1.
Den erwarteten Barwert des Kapitals E(Z) erhalten wir so:
NEP 1x,n = E(Z) =
=
∑n−1
k=0 κ · vk+1 · kpx · qx+k =
= κ · v · qx +κ · v2 · px · qx+1 +κ · v3 · px · px+1 · qx+2 + ...+κ · vn · px · px+1 · ... · px+n−2 · qx+n−1 =
= κv · (qx + v · px · qx+1 + ...+ vn−1 · px · px+1 · ... · px+n−2 · qx+n−1).
Auch hier gibt es für den Fall, dass κ = 1 ist, in der international üblichen Schreibweise ein
eigenes Symbol für die NEP . In Analogie zu vorher bezeichnet man sie mit A1x,n.
Wegen der Bezeichnung lx+n = lx · npx (siehe Formel (4.27) aus Kapitel 4.2.2, Seite 38) lässt
sich die NEP 1x,n auch wie folgt anschreiben:





κ · vk+1 · (lx+k − lx+k+1). (5.2)
Beweis:
z.z. kpx · qx+k = (lx+k − lx+k+1) · 1lx
lx+k − lx+k+1 = lx · kpx − lx · k+1px = lx · (kpx − k+1px) =
= lx · (px · px+1 · ... · px+k−1 − px · px+1 · ... · px+k−1 · px+k) =
= lx · ((px · px+1 · ... · px+k−1)︸ ︷︷ ︸
kpx
·(1− px+k)) =
= lx · (kpx · (1− (1− qx+k)) = lx · kpx · qx+k
2
Beispiel 5.1 lässt sich mit der soeben kennengelernten Schreibweise wie folgt anschreiben:
E(Z) =
∑1
k=0 κ · vk+1 · kp50 ·q50+k = κ ·v ·q50+κ ·v2 ·p50 ·q51 = κ︸︷︷︸
=40000





k=0 κ · vk+1 · (l50+k − l50+k+1) =
= 1
l50
· κ · (v · (l50 − l51) + v2 · (l51 − l52)) =
= 1
93975
· κ · (v · (93975− 93513) + v2 · (93513− 93003)) =
= 1
93975





Dass sich die beiden Endergebnisse bei der sechsten Nachkommastelle unterscheiden, ist auf
den Rundungsfehler bei der Sterbetafel zurückzuführen. Beispielsweise ist für x = 50:
q50 · l50 = d50 0, 0049170 · 93975 = 462, 075075.
In der Tabelle ﬁndet man für d50 = 462, da auf ganze Menschen gerundet wurde.
5.1.2. Die t-jährige Lebensversicherung auf den Erlebensfall
Erlebensfallversicherungen werden auf eine Dauer von n Jahren abgeschlossen. Falls die
versicherte Person das Ende der Laufzeit erleben sollte, wird das Kapital κ ausbezahlt,
ansonsten nicht.
Den Barwert des Kapitals Z berechnet man demnach wie folgt:
Z =
 0 für K = 0, 1, ..., n− 1κ · vn für K = n, n+ 1, ... ,
wobei K wieder die ganzahlig gestutzte zukünftige Lebensdauer und n die Laufzeit der
Versicherung ist.
Bei unserem Einstiegsbeispiel mit der Lebensversicherung auf den Erlebensfall (Beispiel 5.2,
S.50) für den 50-jährigen Mann war n = 2.
Die möglichen Werte, die Z annehmen kann, sind 0 (falls die Person innerhalb der ersten n
Jahre sterben sollte) und κ · vn (falls die Person das Ende der Laufzeit erleben sollte).
Der erwartete Barwert des Kapials beträgt:
NEP Ix,n = E(Z) = κ · vn · npx︸︷︷︸
px·px+1·...·px+n−1
= κ · vn · lx+n
lx
. (5.3)
Beispiel 5.2 lässt sich somit wie folgt anschreiben:
E(Z) = 40000 · v2 · 2p50︸︷︷︸
p50·p51
≈ 37133, 25
Für den Spezialfall κ = 1 wird das Symbol AIx,n verwendet.
Mittels dieser Rekursionsformeln lassen sich die NEPs berechnen:
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i) AIx,n = v · px · AIx+1,n−1
ii) NEP Ix,n = κ · v · px · AIx+1,n−1.
Beweis:
i) AIx+1,n−1 = v
n−1 · n−1px+1 = vn−1 · px+1 · px+2 · ... · px+n−1
Also ist v · px · AIx+1,n−1 = v · px · vn−1 · px+1 · px+2 · ... · px+n−1 =
= vn · px · px+1 · px+2 · ... · px+n−1︸ ︷︷ ︸
npx
= vn · npx = AIx,n.
ii) NEP Ix,n = κ · AIx,n = κ · vn · npx = κ · v · px · AIx+1,n−1
2
Die erwarteten Barwerte des Kapitals κ für die Alter x = 32, 34, 38 mit i = 3% und der
Sterbetafel von Beispiel 5.3 für eine fünfjährige Erlebensversicherung können mittels Formel
(5.3), Seite 56, berechnet werden:
• NEP I32,5 = κ · ( 11,03)5 · l37l32 ≈ κ · 0, 975 · 44009400 ≈ κ · 0, 40377
• NEP I34,5 ≈ κ · 0, 107826
• NEP I38,5 = 0
5.1.3. Die t-jährige gemischte Kapitallebensversicherung
Es sei nun κ1 die Versicherungssumme im Todesfall, κ2 die Versicherungssumme im Erle-
bensfall und n die Laufzeit der Versicherung.
Dann gilt für den Barwert des Kapitals Z:
Z =
 κ1 · vK+1 für K = 0, 1, ..., n− 1κ2 · vn für K = n, n+ 1, ...















Die erwartete Leistungszahlung beträgt somit:
E(Z) =
∑n−1




k=0 κ1 · vk+1 · (lx+k − lx+k+1) + κ2 · vn · lx+nlx .
Es ist anzunehmen, dass κ1 im Vergleich zu κ bei einer temporären Todesfallversicherung
kleiner sein wird (ebenso κ2 im Vergleich zu κ bei einer Lebensversicherung auf den Er-
lebensfall). Schließlich muss das Versicherungsunternehmen bei einer gemischten Kapitalle-
bensversicherung sowohl im Todes- als auch im Erlebensfall auszahlen.
Wir wollen nun auch für den erwarteten Barwert des Kapitals einer gemischten Lebensver-
sicherung eine Rekursionsformel angeben und diese beweisen:








·qx+k + κ2 · vn · kpx =
= κ1 · v · qx + v · px ·
∑n−1





= κ1 · v · qx + v · px · (
∑n−1
k=1 κ1 · vk · k−1px+1 · qx+k + κ2 · vn−1 · n−1px+1) =
= κ1 · v · qx + v · px · (κ1 ·
n−2∑
l=0
vl+1 · lpx+1 · qx+1+l︸ ︷︷ ︸
A1x+1,n−1
+κ2 · vn−1 · n−1px+1︸ ︷︷ ︸
AIx+1,n−1
).
Ist nun NEP 1x+1,n−1 = κ1 · A1x+1,n−1 und NEP Ix+1,n−1 = κ2 · AIx+1,n−1, erhalten wir wegen
NEPx+1,n−1 = NEP 1x+1,n−1 +NEP
I
x+1,n−1:
NEPx,n = κ1 · v · qx + v · px ·NEPx+1,n−1.
2
Beispiel 5.4
Für eine fünfjährige gemischte Kapitallebensversicherung ist der erwartete Barwert des Ka-
pitals κ = κ1 = κ2 für das Alter x = 38 mit i = 3% und der Sterbetafel von Beispiel 5.3
(S.53) anzugeben.
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= 0 für k ≥ 2, ist NEP38,5 = κ · v · q38 + κ · v2 · p38 · q39 = κ · 0, 960774545
3
5.1.4. Einige Standardtypen
Die Annahme, dass das Kapital κ jeweils am Ende des Todesjahres ausbezahlt wird, ist
zwar nicht ganz realistisch, hat aber den Vorteil, dass man die entsprechenden erwarteten
Barwerte anhand von Sterbetafeln mit den in den vorigen Kapiteln angegebenen Formel
berechnen kann.
i) Für den Fall, dass das Kapital κ tatsächlich zum Todeszeitpunkt (also zur Zeit T )
ausbezahlt werden soll (auch hier verzichten wir wegen der besseren Lesbarkeit auf den
Index x), erhalten wir für eine Todesfallversicherung mit unbegrenzter Dauer für den
Barwert Z:
Z = κ · vT (Gerber, 1986, S.27).





κ · vt · tpx · µx+t dt.
In dieser Formel ﬁnden wir die in Kapitel 4.2.3 auf Seite 41 eingeführte Sterblichkeits-
intensität µx+t wieder. Da sie das kontinuierliche Analogon zur Sterbenswahrschein-
lichkeit qx+t darstellt, steht sie in der Formel auch an deren Stelle.
Die obere Integralgrenze ist hier mit∞ angegeben. Dies ist natürlich nur theoretischer
Natur, weil ein unendliches Lebensalter nicht möglich ist.
ii) Betrachten wir nun den Fall, dass das Kapital κ am Ende des Monats ausbezahlt wird,
in dem der Tod eintritt.
In Kapitel 4.2.5 auf Seite 43 haben wir Sx als den Bruchteil des Jahres, den der x-jährige
im Todesjahr noch erlebt, deﬁniert (auch hier wollen wir in weiterer Folge wieder auf
59
5. Versicherungsleistungen
den Index x verzichten). Mit S(12) bezeichnen wir nun S plus die Tage, die noch auf
den vollen Monat, in dem die versicherte Person stirbt, fehlen.
Bei einer Todesfallversicherung mit unbegrenzter Dauer ist dann Z = κ · vK+S(12) .
Allgemein erhalten wir schließlich Z = κ · vK+S(m) , wenn das Kapital κ am Ende des
m-tel Jahres ausbezahlt wird, in dem der Tod eintritt.
iii) Als nächstes wollen wir eine Deckung betrachten, bei der das versicherte Kapital von
Jahr zu Jahr variieren kann und am Ende des Todesjahres ausbezahlt wird.
Dann erhalten wir für den Barwert Z:
Z = κK+1 · vK+1, wobei κj mit j = 1, 2, ..., ω − x+ 1 das im j-ten Versicherungsjahr
versicherte Kapital sein soll.
Für die NEP gilt:
NEPx = E(Z) =
ω−x∑
k=0
κk+1 · vk+1 · kpx · qx+k. (5.6)
Ist die Deckung auf n Jahre beschränkt, so ist κn+1 = κn+2 = ... = 0 und für die
Berechnung der NEP 1x,n erhalten wir: E(Z) =
∑n−1
k=0 κk+1 · vk+1 · kpx · qx+k.
Falls das versicherte Kapital eine Funktion κ(t) mit t ≥ 0 ist, berechnen wir den
Barwert Z unter der Voraussetzung, dass die Versicherungsleistung κ(t) unmittelbar
nach dem Todeszeitpunkt t (für ein festes t) ausbezahlt wird, mittels Z = κ(t) · vT .
Die NEP erhalten wir durch Ermittlung des Integrals E(Z) =
∫∞
0
κ(t)·vt ·tpx ·µx+t dt.
5.1.5. Ein Rechenbeispiel
Ein 35-jähriger Mann nimmt für den Bau seines Hauses ein Darlehen in der Höhe von κ0 auf.
Dieses Darlehen muss, verzinst mit dem Zinssatz i, in zehn Jahren durch eine Einmalzahlung
zurückgezahlt werden. Damit im Fall seines Ablebens seine Gattin nicht durch die Schulden
belastet wird, schließt er eine reine zehnjährige Ablebensversicherung ab, welche, falls er
innerhalb dieser zehn Jahre stirbt, am Ende seines Todesjahres die zu diesem Zeitpunkt
fällige Restschuld begleicht. Bei der Ablebensversicherung wird mit dem selben Zinssatz i
wie im Darlehen verzinst (Goldammer, 2007/08a, UE 5, Bsp 45).
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a) Geben Sie eine Formel für die Höhe der Nettoeinmalprämie dieser Versicherung in
allgemeiner Form an!
b) Berechnen Sie die Höhe dieser NEP mit Hilfe der Sterbetafel von 2000/02 für
Österreich, wenn i = 2, 5% ist!
c) Bestimmen Sie eine Formel für die Höhe der NEP bei Benutzung des
De Moivre'schen Ansatzes (gleichverteilter Todeszeitpunkt mit Höchstalter
ω = 100 und qx = 1100−x) und berechnen Sie die NEP!
Lösung:
a)
Sterbealter 35 36 ... 45 35 + (K + 1)
Rückzahlung κ0 · r κ0 · r2 ... κ0 · r10 κ0 · rK+1
der Restschuld
wobei r = 1 + i der Aufzinsungsfaktor ist und K die Werte 0, 1, ..., 9 annehmen kann.
Somit:
Z =
 κ0 · rK+1 · vK+1 für K = 0, 1, ..., 90 für K ≥ 10
NEP 135,10 =
∑9
k=0 κ0 · rk+1 · vk+1 · kp35 · q35+k und weil v = 1r ist, erhalten wir:
NEP 135,10 = κ0 ·
∑9
k=0 kp35 · q35+k.
b)
Wir könnten nun die einzelnen Wahrscheinlichkeiten aus der Sterbetafel ablesen und addie-
ren, jedoch gelangt man schneller zum Ergebnis, wenn man die obige Formel durch Index-
verschiebung j = 35 + k auf folgende Weise umformt:
NEP 135,10 = κ0 ·
∑9
k=0 kp35 · q35+k = κ0 ·
∑44






· qj = κ0l35 ·
∑44
j=35 lj · qj ≈ κ097444 · 1739, 33 ≈
≈ κ0 · 0, 017841521.





ω = 100, qx =
1
100−x .
Erinnere: Ansatz von De Moivre: g(t) = 1
ω−x für 0 < t < (ω − x) (Kapitel 4.2.4 Formel
(4.34), S.42)




·∑44j=35 lj100−j = κ0l35 · ( l3565 + l3664 + l3763 + ...+ l4456 ).
Rechnen wir mit den Werten aus der österreichischen Sterbetafel von 2000/02, erhalten wir:
NEP 135,10 = κ0 · 0, 16452, was bei einem Darlehen von κ0 = 400000 e eine NEP von 65812 e
ausmacht.
Exakter Weise müssten wir aber so vorgehen:
µx+t =
1
100−x−t (Sterblichkeitsintensität bei De Moivre (Kapitel 4.2.4, S.42)).
Aus dem Zusammenhang µx+t = − ddt · ln tpx erhalten wir durch Umformen:
ln tpx = −
∫ t
0
µx+τ dτ ⇐⇒ tpx = e
∫ t
0 − 1100−x−τ dτ .
Das Integral lässt sich mittels Substitutionsmethode relativ einfach berechnen und führt uns







100−x−t −→ qx+k = 1100−x−k = 1100−(k+x)
tpx =
100−x−t
100−x −→ kpx = 100−x−k100−x
somit:
NEP 135,10 = κ0 ·
∑9










= κ0 · 1065 = κ0 · 0, 15385.
Für ein Darlehen von κ0 = 400000 e wäre NEP 135,10 = 61538, 46 e.
Man erkennt: Die Ergebnisse weichen erwartungsgemäß voneinander ab, wobei man mit dem
exakten Moivre'schen Ansatz eine niedrigere NEP erhält.
3
Überblick:
Die wichtigsten Formeln von Kapitel 5.1 sind hier nun nochmal zur Wiederholung aufgelistet.
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• Todesfallversicherung mit lebenslänglicher Deckung: Ax =
∑ω−x
k=0 v
k+1 · kpx · qx+k
• Temporäre Todesfallversicherung: A1x,n =
∑n−1
k=0 v
k+1 · kpx · qx+k
• Lebensversicherung auf Erlebensfall: AIx,n = vn · npx
• Gemischte Lebensversicherung: Ax,n = A1x,n + AIx,n
5.2. Versicherungsleistungen durch Leibrenten
Wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwähnt, kann die Leistung des Versicherungsunter-
nehmens auch in Form einer Reihe von Zahlungen, die über eine bestimmte Zeit gemacht
werden (den Renten), erfolgen. Bei einer Leibrente erfolgen die Zahlungen solange, bis die
versicherte Person stirbt. Den Barwert einer Leibrente bezeichnen wir mit Y . Den erwarteten
Barwert einer Leibrente nennen wir wieder NEP und bezeichenen ihn mit E(Y ).
5.2.1. Vorschüssige lebenslängliche Leibrenten
Gehen wir zunächst von einer vorschüssigen lebenslänglichen Leibrente aus, die aus gleich-
bleibenden jährlichen Zahlungen der Höhe R besteht. Die Zeitpunkte, an denen die Rente
ausbezahlt wird, sind 0, 1, ..., K (wobei K wieder die ganzzahlig gestutzte zukünftige Le-
bensdauer des x-jährigen ist).
Der Barwert dieser Rente ist:
Y = R +Rv +Rv2 + ...+RvK =
∑K
k=0 R · vk = R · 1−v
K+1
1−v = B¨K+1.
Wir können aus der Verteilung von K auf die Verteilung der Zufallsvariable Y schließen:
P (Y = B¨k+1) = P (K = k) = kpx · qx+k für k = 0, 1, ..., ω − x.
Der Erwartungswert von Y ist die NEP. Für den Fall, dass R = 1 ist, schreiben wir für den
Barwert der Rente: Y = a¨K+1.
In der international üblichen Schreibweise wird der Erwartungswert von Y = a¨K+1 mit a¨x
bezeichnet. In Analogie dazu wollen wir den Erwartungswert von Y = B¨K+1 (also für R > 0
beliebig) mit B¨x bezeichnen:
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B¨x = E(Y = B¨K+1) =
ω−x∑
k=0
R · 1− v
k+1
1− v · kpx · qx+k =
ω−x∑
k=0
B¨k+1 · kpx · qx+k.
Wegen a¨n = 1−v
n
1−v und B¨n = R · 1−v
n
1−v (Kapitel 4.1.2 Formel (4.17), S.28) können wir nun
einen Zusammenhang zwischen dem Barwert (des Kapitals) Z vom Kapitel 5.1.1 (S.51ﬀ)
und dem Barwert (der Leibrente) Y herstellen:
Es sei dazu zunächst: Y = a¨K+1 = 1−v
K+1
1−v der Barwert der Rente für R = 1
und Z = vK+1 der Barwert des Kapitals für κ = 1.






Für R,K beliebig erhalten wir: Y = B¨K+1 = R · 1−vK+11−v
und Z = κ · vK+1







Ein Zusammenhang zwischen Ax von Kapitel 5.1.1 und a¨x ergibt sich, indem wir statt Y




⇐⇒ 1 = d · a¨x + Ax . (5.7)














Betrachten wir nun eine vorschüssige temporäre Rente der Dauer n Jahre.
Der Barwert Y dieser Rente ist dann:
Y =
 R · 1−v
K+1
1−v = B¨K+1 für K = 0, 1, ..., n− 1
R · 1−vn
1−v = B¨n für K ≥ n
Für die NEP von Y erhalten wir:
B¨x,n = E(Y ) =
n−1∑
k=0
B¨k+1 · kpx · qx+k + B¨n · npx. (5.8)
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a¨k+1 · kpx · qx+k + a¨n · npx. (5.9)
Der Zusammenhang zwischen Y = a¨K+1 und Z ist wieder gegeben durch Y = 1−Zd , wobei Z
wie im Kapitel 5.1.3 (S.57) deﬁniert ist und zusätzlich κ1 = κ2 = 1 gelten soll.




⇐⇒ 1 = d · a¨x,n + Ax,n . (5.10)
5.2.3. Nachschüssige lebenslängliche Leibrenten
Bei einer nachschüssigen lebenslangen Leibrente erfolgen die Zahlungen zu den Zeitpunkten
1, 2, ..., K. Für den Barwert Y erhalten wir somit:
Y = Rv +Rv2 + ...+RvK =
K∑
k=1
R · vk = R · 1− v
K
i
= Rv · 1− v
K
1− v = BK .
Die Zufallsvariable Y unterscheidet sich von jener bei vorschüssigen lebenslangen Leibrenten
nur um die Konstante R.
Für die NEP erhalten wir: Bx = E(Y ) =
∑ω−x
k=0 Bk · kpx · qx+k
und falls R = 1: ax =
∑ω−x
k=0 ak · kpx · qx+k.
Zwischen B¨x und Bx gilt folgender Zusammenhang:




k=0 R · 1−v
k+1
1−v · kpx · qx+k = R ·
∑ω−x
k=0 a¨k+1 · kpx · qx+k = R · a¨x
Bx =
∑ω−x
k=0 R · v · 1−v
k
1−v · kpx · qx+k = R ·
∑ω−x
k=0 v · 1−v
k
1−v · kpx · qx+k = R · ax
somit bleibt zu zeigen: ax = a¨x − 1.
a¨x = qx +
1−v2
1−v · px · qx+1 + 1−v
3
1−v · 2px · qx+2 + ...+ 1−v
ω−x+1
1−v · ω−xpx · qω
ax = 0 · qx + v · px · qx+1 + v · 1−v21−v · 2px · qx+2 + ...+ v · 1−v
ω−x
1−v · ω−xpx · qω
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z.z. ax = a¨x − 1 ⇐⇒ 1 + ax = a¨x und weil 1 = px + qx können wir schreiben:
px + qx + v · px · qx+1 + v · (1 + v) · 2px · qx+2 + ...+ v · 1−vω−x1−v · ω−xpx · qω =
= qx + (1 + v) · px · qx+1 + (1 + v + v2) · 2px · qx+2 + ...+ 1−vω−x+11−v · ω−xpx · qω
px + v · px · qx+1 + v · (1 + v) · 2px · qx+2 + ...+ v · 1−vω−x1−v · ω−xpx · qω =
= (1 + v) · px · qx+1 + (1 + v + v2) · 2px · qx+2 + ...+ 1−vω−x+11−v · ω−xpx · qω
1 + v · qx+1 + v · (1 + v) · px+1 · qx+2 + ...+ v · 1−vω−x1−v · px+1 · px+2 · ... · pω−1 · qω =
= (1 + v) · qx+1 + (1 + v + v2) · px+1 · qx+2 + ...+ 1−vω−x+11−v · px+1 · ·... · pω−1 · qω
1 + v · qx+1 + v · px+1 · qx+2 + v2 · px+1 · qx+2 + ... =
= qx+1 + v · qx+1 + px+1 · qx+2 + v · px+1 · qx+2 + v2 · px+1 · qx+2 + ... .
Die Ausdrücke, die den Faktor v enthalten, fallen alle weg und es bleibt:
1 = qx+1 + px+1 · qx+2 + ...+ px+1 · px+2 · ... · pω−1 · qω
1 = (1− px+1) + px+1 · (1− px+2) + ...+ px+1 · px+2 · ... · pω−1 · (1− pω)
1 = 1− px+1 + px+1 − px+1 · px+2 + ...+ px+1 · px+2 · ... · pω−1 − px+1 · px+2 · ... · pω−1 · pω.
Im Endeﬀekt fallen die einzelnen Summanden weg, bis wir schließlich auf folgenden Ausdruck
kommen:
0 = −px+1 · px+2 · ... · pω−1 · pω︸︷︷︸
=0
⇐⇒ 0 = 0.
2
5.2.4. Unterschiedliche Renten
In der Praxis wird es bei Leibrenten, die über mehrere Jahre gehen, durchaus vorkommen,
dass die Höhe der Rente variiert.
Betrachten wir dazu eine Rente, bei der die Zahlungen R0, R1, R2, ..., RK zu den Zeitpunkten
0, 1, 2, ..., K erfolgen.
Der Barwert einer solchen Rente ist:
Y = R0 +R1 · v + ...+RK · vK =
K∑
k=0
Rk · vk. (5.12)
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Ihre NEP ist der Erwartungswert von Y :








Rk · vk · kpx. (5.13)
Auf den ersten Blick wird diese Formel den einen oder anderen Leser wohl verblüﬀen, da
der Ausdruck im Vergleich zum vorigen einerseits kürzer erscheint und andererseits keine
Sterbewahrscheinlichkeit in dieser Formel vorkommt.
Der nachfolgende Beweis soll die misstrauischen Gemüter beruhigen.
Betrachten wir aber zunächst ein Rechenbeispiel mit folgender Angabe:
x = 97 (Mann), ω = 100, Sterbetafel für Österreich 2000/02
R0 = 2, R1 = 5, R2 = 9, R3 = 13 und i = 3, 1% ⇒ v = 1r ≈ 0, 97.
• E(Y ) = 2 · q97 + (2 + 5 · 0, 97) · p97 · q98 + (2 + 5 · 0, 97 + 9 · 0, 972) · p97 · p98 · q99+
+(2 + 5 · 0, 97 + 9 · 0, 972 + 13 · 0, 973) · p97 · p98 · p99 · q100 ≈ 10, 9735




k · kp97 = R0 · v0 · 0p97 +R1 · v1 · 1p97 +R2 · v2 · 2p97 +R3 · v3 · 3p97 =












































Durch analoge Vorgehensweise kann man auch zeigen, dass
a¨x =
∑ω−x
k=0 a¨k+1 · kpx · qx+k =
∑ω−x
k=0 v
k · kpx (5.14)
für vorschüssige lebenslange Leibrenten (Gerber, 1986, S.36),
a¨x,n =
∑n−1
k=0 a¨k+1 · kpx · qx+k + a¨n · npx =
∑n−1
k=0 v
k · kpx (5.15)




k · kpx (5.16)
für nachschüssige temporäre Leibrenten der Dauer n Jahre gilt.
Neben den bisher aufgezählten Typen von Leibrenten gibt es auch noch eine Reihe weiterer
Arten von Leibrenten, auf die wir nun nicht mehr eingehen möchten.
5.2.5. Rekursionsformeln
Es gibt auch für die Berechnung des erwarteten Barwerts einer Rente Rekursionsformeln.
Wir möchten uns auf die Rekursionsformel der NEP von vorschüssigen lebenslänglichen
Leibrenten beschränken.
Es gilt: a¨x = 1 + v · a¨x+1 · px (Gerber, 1986, S.42).
Beweis:
Es ist: a¨x =
∑ω−x










a¨x = 1 +
∑ω−x
k=1 v
k · kpx = 1 +
∑ω−x−1
l=0 v
l+1 · l+1px = 1 + v ·
∑ω−(x+1)
l=0 v
l · px · lpx+1 =
= 1 + v · px ·
ω−(x+1)∑
l=0
vl · lpx+1︸ ︷︷ ︸
=a¨x+1
= 1 + v · a¨x+1 · px.
2
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Beispiel 5.5




k · kp97 = 1 + 0, 97 · p97 + 0, 972 · p97 · p98 + 0, 973 · p97 · p98 · p99 ≈ 2, 17934
oder mittels Rekursionsformel:
• a¨97 = 1 + v · p97 · a¨98 = 1 + 0, 97 · p97 · (
∑2
l=0 v
l · lp98) =




i=0 ipx+1 = 1 + px+1 + 2px+1 + ...+ ω−(x+1)px+1 =
= 1 + px+1 + px+1 · px+2 + ...+ px+1 · px+2 · ... · pω−1
muss bei der Berechnung von a¨x mittels Rekursionsformeln beim Höchstalter ω begonnen
werden.
Schreiben wir nun a¨x = 1 + v · a¨x+1 · px︸︷︷︸
1−qx
= 1 + v · a¨x+1 − v · a¨x+1 · qx und verwenden wir
statt x das Alter x+ k, so erhalten wir:
a¨x+k − v · a¨x+k+1 = 1− v · a¨x+k+1 · qx+k.
Multiplizieren wir diese Gleichung mit vk, kommt man auf den folgenden Ausdruck:
vk · a¨x+k − vk+1 · a¨x+k+1 = vk − vk+1 · a¨x+k+1 · qx+k.
Durch Aufsummieren über k erhalten wir:
ω−x∑
k=0
vk · a¨x+k −
ω−x∑
k=0



















bleibt auf der linken Seite nur a¨x übrig und wir kommen auf den Ausdruck:
a¨x =
1− vω−x+1





vk+1 · a¨x+k+1 · qx+k.
Wir können a¨x also als den Barwert einer vorschüssigen Zeitrente vermindert um den in der




Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir uns nun wieder mit einem Rechenbeispiel ausein-
andersetzen (Goldammer, 2007/08a, UE 7, Bsp 58):
Eine 25-jährige Frau gewinnt bei einem Glückspiel 1 000 000 e, die ihr in 360 Monatsraten
zu je 2777,78 e ausbezahlt werden sollen. Es wird vereinbart, dass die Raten an die Erben
der Frau weiterbezahlt werden, falls sie innerhalb dieser 30 Jahre sterben sollte.
a) Bestimmen Sie den Barwert der Zahlungen, wenn mit i = 5% verzinst wird!
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Fall, dass die 1 000 000 e auf einmal
ausbezahlt werden!
b)Wir nehmen nun an, dass die Frau nach zehn Jahren noch lebt. Sie beschließt die
periodischen Monatszahlungen durch eine vorschüssige Leibrente derselben
Laufzeit umzuwandeln. (Das heißt also, dass die Rentenzahlungen frühestens
beim Tod der Frau spätestens aber nach 20 Jahren enden.)
Bestimmen Sie die Höhe dieser Leibrente, wenn diese jährlich ausbezahlt werden soll,





30 = 2777, 78 · r12 · r12
360−1
r12−1 · 1r30 = 526189, 92 e, wobei r12 mittels Formel (4.1) (S.21) wie
folgt berechnet wird: r1212 = r ⇔ r12 = 12
√
r;
oder mittels Formel (4.19) von Kapitel 4.1.2 (S.28): B¨(m)n = R · 1−vndm :
B¨
(12)
30 = R · 1−v
30
d12
= 2777, 78 · 1−( 1r )30





= 526189, 92 e.
Im Vergleich dazu, dass die Gewinnsumme von 1 000 000 e auf einmal ausbezahlt würde,
spart sich das Glücksspielunternehmen fast die Hälfte, exakt:
∆ = 106 − 526189, 92 = 473810, 08 e.
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b)
Die Frau ist nun also 35 Jahre alt. Die Dauer der Leibrente ist laut Vereinbarung maximal
20 Jahre. Wir haben es also mit dem Fall temporäre vorschüssige Rente der Dauer n = 20
Jahre zu tun.
Für den Barwert Y der Rente gilt:
Y =
 B¨K+1 = R · 1−v
K+1
1−v für K = 0, 1, ..., 19
B¨20 = R · 1−v201−v für K ≥ 20.
Die NEP ist dann:
E(Y ) = B¨35,20 =
∑19
k=0 B¨k+1 · kp35 · q35+k + B¨20 · 20p35 =
=
∑19
k=0 R · 1−v
k+1
1−v · kp35 · q35+k +R · 1−v
20
1−v · 20p35 =
= R · (∑19k=0 1−vk+11−v · kp35 · q35+k + 1−v201−v · 20p35) = R · a¨35,20
Die Berechnung über den obigen Ausdruck ist prinzipiell möglich, aber ziemlich langwierig.




k · kp35 = 1 + v · p35 + v2 · p35 · p36 + ...+ v19 · p35 · p36 · ... · p53 ≈ 12, 9739
Somit ist E(Y ) ≈ R · 12, 9739.
Diesen Wert setzen wir nun mit dem Barwert der 240 Monatsraten zu je 2777,78 e gleich,
die die Frau sonst bekommen hätte.
2777, 78 · r12 · r12240−1r12−1 · 1r20 ≈ 426574, 1
Aus der Gleichung 426574, 1 = R · 12, 9739 erhalten wir für R ≈ 32879, 40 e.
Interpretation:
• Im Vergleich zu den ursprünglich vorgesehenen Monatsraten würde die Frau mit der
Leibrente nach einem vollen erlebten Jahr schlechter aussteigen, wenn sie das Geld
unverzinst lässt: 12 · 2777, 78 = 33333, 36 > 32879, 40.
• Falls sie innerhalb der ersten 11 Monate sterben sollte, wäre sie (rein ﬁnanziell be-
trachtet) mit der Leibrente besser dran, weil sie dann innerhalb dieser Zeit mehr Geld
zur Verfügung hätte (wieder unter der Voraussetzung, dass sie das Geld nicht weiter
anlegt): m · 2777, 78 < 32879, 40 für m = 1, 2, ..., 11.
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• Für die Erben der Frau wäre es besser, wenn sie nicht auf die Leibrente umsteigen wür-
de, da die Zahlungen der Leibrente mit dem Tod der Frau eingestellt werden würden,
während die ursprünglichen Monatsraten weiterbezahlt werden würden.
• Nehmen wir nun an, die Frau muss auf das Geld nicht zugreifen und kann es mit i = 5%
anlegen. Welcher Fall wäre für sie dann nach einem erlebten Jahr ﬁnanziell lukrativer?
32879, 40 · 1, 05 = 34523, 37
2777, 78 · r1212 + 2777, 78 · r1211 + ...+ 2777, 78 · r12 = 2777, 78 · r12 · r1212−1r12−1 = 34229, 41
In diesem speziellen Fall sollte die Frau also die Auszahlung durch vorschüssige Leib-
renten wählen.
Dies ist allerdings nicht bei jedem Zinssatz so. Könnte sie das Geld nur zu einer Zins-
rate von i = 3, 0453663% anlegen, wäre es egal welche Auszahlungsform sie wählt.
Für alle Zinssätze, die niedriger als diese 3, 043663% sind, wäre eine Auszahlung der
Monatsraten vorteilhafter für sie.
Es kommt also auf die Rahmenbedingungen und die Lebensgestaltung der Frau an, ob
sie mit den Leibrenten oder den ursprünglichen Monatsraten besser dran wäre.
Bemerkung:
Die Berechnung von a¨35,20 durch
∑19
k=0 v
k · kp35 geht zwar etwas schneller als mit der an-
deren angegebenen Summenformel, ist aber trotzdem noch relativ langwierig, weil man die
einzelnen Überlebenswahrscheinlichkeiten aus der Sterbetafel berechnen und diese danach
noch entsprechend multiplizieren muss.
Schneller gelangt man auf folgende Weise zum Ziel:
a¨35,20 = a¨35 − 20p35 · v20 · a¨55 = a¨35 − l55
l35
· v20 · a¨55
Es gibt nämlich (zum Glück) Tabellen, auf denen die Barwerte einer lebenslangen vorschüs-
sigen Rente vom Betrag 1 nach der österreichischen Sterbetafel 2000/02 sowohl für Männer
also auch für Frauen bei verschiedenen Zinssätzen aufgelistet sind (siehe Anhang A).
Betrachten wir nun also die entsprechende Tabelle (weiblich) und lesen wir beim Alter 35
Jahre den Wert in der 5%-Spalte ab, so erhalten wir a¨35 = 18, 534.
Ebenso ist a¨55 = 15, 266.
Eingesetzt in die Formel erhalten wir:
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a¨35,20 = 18, 534− 9548398810 · ( 11,05)20 · 15, 266 ≈ 12, 9741
Dafür, dass uns diese Formel für größere Laufzeiten (wie im Beispiel mit n = 20) einen
enormen Rechenaufwand erspart, nehmen wir den Rundungsfehler, den wir bei der vierten
Nachkommastelle erhalten, gerne in Kauf.
Wir wollen jetzt aber noch beweisen, dass die Formel
a¨x,n = a¨x − npx · vn · a¨x+n (5.17)
ihre Berechtigung hat!
Beweis:
Es ist: a¨x,n =
∑n−1
k=0 v




k · kpx =




k · kpx+n =
= 1 + v · px+n + v2 · 2px+n + ...+ vω−x−n · ω−x−npx+n︸ ︷︷ ︸
px+n·px+n+1·...·pω−1
Wenn wir nun a¨x,n = a¨x− npx · vn · a¨x+n umformen zu a¨x− a¨x,n = npx · vn · a¨x+n und die oben
angeführten Summen einsetzen, erhalten wir:
vn·npx+vn+1·n+1px+...+vω−x·ω−xpx = vn·npx·(1+v·px+n+v2·2px+n+...+vω−x−n·ω−x−npx+n).
Wegen n+1px = px · px+1 · ... · px+n−1 · px+n
ω−xpx = px · px+1 · ... · pω−1
npx = px · px+1 · ... · px+n−1
2px+n = px+n · px+n+1




6. Prämien und Deckungskapital
6.1. Prämienzahlungen
Für die Versicherungsgesellschaft sind sowohl die Leistungen, welche sie erbringt (entweder
in Form einer (Kapitel 5.1) oder mehrerer (Kapitel 5.2) Zahlungen), als auch die Leistungen,
die vom Versicherten erbracht werden (die sogenannten Prämien), relevant.
Bei den Prämienzahlungen unterscheiden wir zwischen:
• der Finanzierung durch Einmalprämien
• der Finanzierung durch periodische Prämien konstanter Höhe
• der Finanzierung durch periodische Prämien variabler Höhe
Den Barwert einer Prämie wollen wir mit P , die erwartete Prämienleistung mit E(P ) be-
zeichnen.
Interessant für die Kalkulation ist vor allem die Diﬀerenz L zwischen dem Barwert der
Versicherungsleistung und dem Barwert der Prämienleistung. L ist also der Verlust (im ma-
thematischen Sinn), den die Versicherungsgesellschaft erleidet.
Falls E(L) = 0 ist, verschwindet der erwartete Verlust der Versicherungsgesellschaft. In
diesem Fall ist die erwartete Leistungszahlung der Versicherungsgesellschaft gleich groß wie
die erwartete Prämienzahlung der versicherten Person. Es ist also E(Z) bzw. E(Y ) = E(P ).
Die Prämie, die man sich aus dieser Beziehung berechnen kann, heißt Nettoprämie N (Ger-
ber, 1986, S.48 und Goldammer, 2007/08b).
Bei unseren Einstiegsbeispielen zu Beginn des Kapitels 5 (Beispiel 5.1 und 5.2) haben wir be-




6.1.1. Prämienzahlungen bei einer Todesfallversicherung
Betrachten wir dazu zunächst noch einmal das Beispiel 5.1 mit dem 50-jährigen Mann, der
eine temporäre Todesfallversicherung über κ = 40000 e mit n = 2 Jahren und i = 3, 25%
abschließt.
Unter der Voraussetzung, dass die Prämienzahlungen der HöheN (also Nettoprämie) jährlich
vorschüssig erfolgen und κ am Ende des allfälligen Todesjahres ausbezahlt wird, erhalten wir,
ausgedrückt mit den in den vorangegangenen Kapiteln kennengelernten Symbolen:
L =
 κ · vK+1 −N · a¨K+1 für K = 0, 1−N · a¨2 für K ≥ 2 ,
wobei K wieder für die gestutzte zukünftige Lebensdauer des 50-jährigen steht.
Die Verteilung von L ist diskret und wir erhalten:
P (L = κ · vk+1 −N · a¨k+1) = kp50 · q50+k für k = 0, 1
P (L = −N · a¨2) = 2p50 = p50 · p51 für k ≥ 2.
Aus E(L) = 0 (oder anders ausgedrückt E(Z) = E(P )) erhalten wir:
2−1∑
k=0
κ · vk+1 · kp50 · q50+k =
2−1∑
k=0
N · 1− v
k+1
1− v · kp50 · q50+k +N ·
1− v2
1− v · 2p50,
was sich kurz als κ · A150,2 = N · a¨50,2 anschreiben lässt.
Die Nettoprämie ist also N = κ · A150,2
a¨50,2
= 40000 · 0,009855
1,963760775
≈ 200, 74 e.
Dieses Ergebnis für die Nettoprämie haben wir auch bei unserem Einstiegsbeispiel zu Beginn
von Kapitel 5 herausbekommen (S.48f).
Ersetzt man nun allgemein 50 durch x und 2 durch n, erhält man die allgemein gültige
Formel:
N = κ · A1x,n
a¨x,n
(6.1)
für die Berechnung der vorschüssigen Nettoprämie für eine x-jährige Person, die eine To-
desfallversicherung mit Laufzeit n Jahre (temporäre Todesfallversicherung) abschließt und
deren Erben im Todesfall nachschüssig κ erhalten.
Für eine lebenslängliche Todesfallversicherung (Kapital κ wird am Ende des Todesjahres aus-
bezahlt, vorschüssige Prämienzahlungen) beträgt der Verlust der Versicherungsgesellschaft
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L = κ · vK+1 −N · a¨K+1 (wobei K = 0, 1, ..., ω − x) und aus E(L) = 0 folgt N = κ · Axa¨x .
6.1.2. Prämienzahlungen bei einer gemischten Versicherung
Betrachten wir nun eine gemischte Versicherung für eine x-jährige Person mit einer Laufzeit




κ1 · vK+1 für K = 0, 1, ..., n− 1 ... Todesfallversicherungsteil der
gemischten Versicherung
κ2 · vn für K ≥ n ... Erlebensversicherungsteil der
gemischten Versicherung
und E(Z) = κ1 · A1x,n + κ2 · AIx,n = κ1 ·
∑n−1
k=0 v
k+1 · kpx · qx+k + κ2 · vn · npx
(Kapitel 5.1.3, Formeln (5.4) und (5.5), Seite 58).
P =
 N · a¨K+1 für K = 0, 1, ..., n− 1N · a¨n für K ≥ n




1−v · kpx · qx+k +N · 1−v
n
1−v · npx
(Kapitel 5.2.2, Formel (5.8), S.64 bzw. Formel (5.9), S.65 für N = 1).
Wegen E(L) = 0 erhalten wir:
κ1 · A1x,n + κ2 · AIx,n = N · a¨x,n ⇐⇒ N =
κ1 · A1x,n + κ2 · AIx,n
a¨x,n
. (6.2)
Falls κ1 = κ2 = κ, gilt:






⇐⇒ N = κ · Ax,n
a¨x,n
. (6.3)
Berechnen wir nun die Höhe der jährlichen Prämien dieser Versicherung für eine 27-jährige
Frau mit einer Laufzeit von n = 23 Jahren und i = 4%, wenn κ = κ1 = κ2 = 1000 ist.
Lösung:
a¨27,23 wird man am schnellsten über die in Kapitel 5.2.6 hergeleitete Formel (5.17) (Seite 73)
a¨x,n = a¨x − npx · vn · a¨x+n berechnen, wobei man die Werte a¨27 und a¨50 der Tabelle für
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Barwerte einer lebenslangen vorschüssigen Rente vom Betrag 1 bei i = 4% entnimmt.
a¨27,23 = a¨27 − 23p27 · v23 · a¨50 = 22, 668− l50l27 · (1r )23 · 18, 382 =




)23 · 18, 382 ≈ 15, 37
A27,23 können wir nun über den Zusammenhang 1 = d · a¨x,n + Ax,n (Kapitel 5.2.2, Formel
(5.10), S.65) am leichtesten berechnen:
A27,23 = 1− d · a¨27,23 = 1− (1− v) · a¨27,23 = 1− (1− 11,04) · 15, 37 ≈ 0, 4088.
somit: N = κ · A27,23
a¨27,23
= 1000 · 0,4088
15,37
≈ 26, 59 e.
3
6.1.3. Warum wird mehr als die Nettoprämie bezahlt?
In der Praxis wird die Versicherungsgesellschaft ihre Leistungen nicht gegen Nettoprämien
erbringen, sondern einen mehr oder weniger angemessenen Sicherheitszuschlag hinzurechnen.
Bei vielen Verträgen kann die Versicherungsgesellschaft auch den Fall nicht ausschließen, dass
die Summe der beanspruchten Leistungen größer ist als die Summe der eingenommenen Prä-
mien. Das Versicherungsunternehmen wäre also vom sogenannten versicherungstechnischen
Ruin bedroht.
Versicherungsgesellschaften sind gesetzlich verpﬂichtet sich gegen einen drohenden Ruin zu
schützen und daher werden individuelle Risikovorschläge für bestimmte Personen und Per-
sonengruppen (z. B. Raucher, Personen mit Vorerkrankungen, Suchtkranke, usw.) in die
einzelnen Versicherungsverträge eingearbeitet. Solche Risiken sind in den Sterbetafeln je-
doch nicht berücksichtigt.
Weiters sei erwähnt, dass Abschluss- und Verwaltungskosten durch einen Versicherungsver-
trag für die Versicherungsgesellschaft entstehen. Diese Kosten werden bei der Berechnung
der Höhe der Versicherungsbeiträge ebenso berücksichtigt.
Mathematisch kann man die Höhe der Prämien N∗ anhand einer Nutzenfunktion u bestim-
men. Diese sollte gewisse Eigenschaften haben (streng monoton steigend (u′(x) > 0) und
rechtsgekrümmt (u′′(x) < 0)), damit sie die Wirklichkeit im Modellbild möglichst gut wider-
gibt.
In der Versicherungsmathematik wird meist mit exponentiellen Nutzenfunktionen der Form
u(x) = 1
a
· (1 − e−ax) gerechnet, wobei der Parameter a > 0 als Maß für die Risikoaversion
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des Versicherungsunternehmens gedeutet wird.
Unter dem Begriﬀ Risikoaversion versteht man im Allgemeinen die bestehende Scheu, ein
Risiko einzugehen ([27]). Man möchte das Risiko nur dann eingehen, wenn ein genügend
großer Anreiz auf einen möglichen Gewinn gegeben ist. Dieses Phänomen tritt u. a. bei
Glücksspielen auf.
Bei einer Versicherung versteht man unter Risikoaversion die mangelnde Bereitschaft, für
die Beseitigung eines Risikos einen Geldbetrag (Prämie) zu zahlen ([27]).
Eine mathematische Deﬁnition der Risikoaversion liefert Schmidt (2005, S.261):
Für eine zweimal diﬀerenzierbare Nutzenfunktion u : R → R wird die Funktion





Der Parameter a ∈ R+ nimmt in der Praxis Werte zwischen 10−4 und 10−7 an. Je nach
Versicherung sind aber auch Abweichungen von diesem Intervall möglich.
Wir haben zu Beginn dieses Kapitels die Zufallsvariable L als Diﬀerenz zwischen dem erwar-
teten Barwert der Versicherungsleistung und dem erwarteten Barwert der Prämienleistung
deﬁniert und L als Verlust (im mathematischen Sinn) der Versicherungsgesellschaft bezeich-
net. Demnach ist −L der Gewinn der Versicherungsgesellschaft.
Setzen wir nun −L in die exponentielle Nutzenfunktion u ein, so ergibt sich anstelle der
Beziehung E(L) = 0 die Bedingung E(u(−L)) = u(0). Die Prämien sollen also bezüglich des
Nutzens gerecht sein (Gerber, 1986, S.50 und Goldammer, 2007/08b).
Greifen wir zur numerischen Illustration des Sachverhaltes wieder auf die Daten vom
50-jährigen Mann, der eine Todesfallversicherung mit Laufzeit n = 2 Jahre und κ = 40000 e
abschließt, zurück (Beispiel 5.1). In der exponentiellen Nutzenfunktion u setzen wir a = 10−5.




10−5 · (1− e10




10−5 · (1− e10
−5·(N∗· 1−vk+11−v )) · kp50 · q50+k−
− 1
10−5 · (1− e10





−5·N∗ − e10−5·κ·v) · 0, 004917 + (e10−5·N∗·(1+v) − e10−5·κ·v2) · 0, 0054293+
+(e10
−5·N∗·(1+v) − 1) · 0, 989657] = 0.
Für κ = 40000 e und i = 3, 25% erhalten wir schließlich eine jährliche Prämie von
N∗ ≈ 243, 77 e,was im Vergleich zur Nettoprämie (N ≈ 200, 74 e) ein Plus von 21, 4% ist.
Die folgende Tabelle gibt die Höhe der jährlichen Prämie und Nettoprämie bei verschiedenen
κ-Werten an. In der rechten Spalte ist angegeben wie viel Prozent N∗ von der jeweiligen
Nettoprämie N beträgt.
versichertes Kapital jährliche Prämie N∗ Nettoprämie in e in Prozent
in e in e N = κ · A150,2
a¨50,2
der Nettoprämie N
κ = 40000 N∗ ≈ 243, 77 200,74 121, 43%
κ = 45000 N∗ ≈ 281, 20 225,83 124, 52%
κ = 50000 N∗ ≈ 320, 42 250,92 127, 7%
κ = 100000 N∗ ≈ 832, 21 501,84 165, 83%
κ = 500000 N∗ ≈ 40231, 65 2509,22 1603%
Wir können nun erkennen, dass die Prämie nicht proportional zum versicherten Kapital κ
wächst. (Bemerkung: Bei der Nettoprämie N = κ · A1x,n
a¨x,n
ist das sehr wohl der Fall.) Aus der
Tabelle erkennt man, dass die Prämie mit steigenden κ-Werten verhältnismäßig schneller
(progressiv) wächst.
Versicherungstechnisch betrachtet hat das auch einen Sinn. Ein Kapital von 40000 e stellt
für die Versicherungsgesellschaft ein kleineres Risiko dar als eine Polizze, bei der im Scha-
densfall 500000 e oder noch mehr ausbezahlt werden müssten. Dies erklärt auch, dass in
einem Fall der Sicherheitszuschlag von nur 21% eher bescheiden ausfällt, während wir in
einem anderen Fall (zumindest theoretisch) einen Sicherheitszuschlag von 1603% errechnet
haben (beides unter der Voraussetzung, dass mit a = 10−5 gerechnet wird).
Dieses Ergebnis mag dem einen oder anderen Leser vielleicht etwas widersprüchlich zur Pra-
xis erscheinen, da dort die Prämien proportional zum versicherten Kapital berechnet werden.
Einige Versicherungsunternehmen bieten dazu das Service sich die Prämien für verschiedene
Kapitalien und Laufzeiten individuell ausrechnen zu lassen. So berechnet der Prämienrech-
ner der Züricher Versicherung ([21]) für eine weibliche Person vom Alter y = 24 und einer
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Laufzeit von n = 10 Jahren folgende monatliche Prämien, wenn man eingibt, dass die Frau
am 31. 07. 1983 geboren ist und der Versicherungsbeginn für 01.06.2008 terminisiert wird:
Kapital κ Prämie N∗
10000 e 88,09 e
20000 e 173,49 e
40000 e 345,20 e
Es ist also 88, 09 · 2 ≈ 175 e und 173, 50 · 2 ≈ 345 e.
Tatsächlich wird es oft so gehandhabt, dass das Versicherungsunternehmen für jedes κ eine
Prämie in der Höhe von p% der Nettoprämie N berechnet. Ist nun beispielsweise p = 166,
bedeutet das, dass jedem Kapital κ eine Prämie in der Höhe von 1,66 mal der jeweiligen
Nettoprämie N zugeordnet wird.
Für die Werte aus unserer Tabelle erhalten wir:
versichertes Kapital κ jährliche Prämie Nneu
in e in e
40000 1, 66 · 200, 74 ≈ 333, 23





In unserem Beispiel fällt die resultierende Prämie Nneu für Versicherungspolizzen mit einem
Kapital κ < 100000 an und für sich zu hoch aus, während sie bei Polizzen mit κ > 100000
zu niedrig ist und es einer entsprechenden Rückversicherung bedarf. Die Versicherungsgesell-
schaft wird die in einem Fall bekommenden Mehreinnahmen zur Linderung der im anderen
Fall entstehenden Unkosten verwenden.
Zusammenfassend kann man sagen, dass die Nettoprämien für die Versicherungsgesellschaft
sehr wohl von großem Interesse sind, auch wenn sie in der Praxis ihre Leistungen natürlich
nicht gegen diese erbringt (Gerber, 1986, S.50f).
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6.1.4. Prämienberechnungen von verschiedenen
Versicherungsformen
Im Kapitel 6.1.1 haben wir schon die Formel N = κ · A1x,n
a¨x,n
bzw. N = κ · Ax
a¨x
für die Berechnung
der Nettoprämie bei temporären Todesfallversicherungen bzw. lebenslangen Todesfallversi-
cherungen kennengelernt.
Für den Fall, dass κ = 1 ist, wollen wir wie schon in den vorangegangenen Kapiteln ein
eigenes Symbol verwenden.
Es sei Px = Axa¨x die Nettoprämie für eine lebenslange Deckung des versicherten Kapitals der
Höhe 1 (ausbezahlt am Ende des Todesjahres) und P 1x,n =
A1x,n
a¨x,n
die Nettoprämie für eine
temporäre Todesfallversicherung der Dauer n Jahre, wobei das versicherte Kapital die Höhe
1 hat und am Ende des Todesjahres ausbezahlt wird.









Der Vorteil dieser Formel ist, dass man die Barwerte einer lebenslangen vorschüssigen Rente
vom Betrag 1 von der jeweiligen Tabelle im Anhang ablesen kann (vorausgesetzt, es wird
mit den in dieser Tabelle angeführten Zinssätzen gerechnet) und so relativ rasch zur Lösung
kommt.
Eine andere Berechnungsmöglichkeit wäre Px über die Formel Px = d·Ax1−Ax zu ermitteln. Man
kommt auf diese Formel, indem man a¨x durch 1−Axd ersetzt und entsprechend umformt.
Durch weitere Umformung gelangt man zu der Formel:
Px = Ax · (d+ Px) ⇐⇒ Px = Ax · d+ Ax · Px.
Interpretation:
Wir können eine Deckung der Höhe 1 einerseits durch die jährliche Prämie der Höhe Px
ﬁnanzieren, andererseits können wir uns auch vorstellen, dass ein Kredit in der Höhe von Ax
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aufgenommen wird und die Deckung von 1 durch diese NEP ﬁnanziert wird. Der Betrag Ax
wird quasi jeweils zu Jahresbeginn verzinst und am Ende des Todesjahres zurückbezahlt.
Px · Ax können als die jährlichen Prämien für die entsprechende Todesfallversicherung auf-
gefasst werden (Gerber, 1986, S.52).
Betrachten wir als nächstes eine Erlebensversicherung der Dauer n Jahre. Für den Verlust
des Versicherungsunternehmens gilt dann:
L =
 −N · a¨K+1 für K = 0, 1, ..., n− 1κ · vn −N · a¨n für K ≥ n
Bei unserem Einstiegsbeispiel 5.2 am Beginn von Kapitel 5 (S.50) mit dem 50-jährigen Mann,
der eine Erlebensversicherung über 40000 e mit einer Laufzeit von n = 2 Jahren und
i = 3, 25% abschließt, erhielten wir für die Nettoprämie einen Betrag von 18909,25 e.
Man kann sich nun selbst davon überzeugen, dass N ≈ 18978, 56 e ist, wenn mit i = 3%
gerechnet wird.
Ausgedrückt mit den im Laufe der letzten beiden Kapiteln kennengelernten Symbolen können




−N · 1− v
k+1
1− v · kpx · qx+k −N ·
1− vn
1− v · npx + κ · v
n · npx = 0,
was sich kurz und prägnant auf den Ausdruck














, berechnen zunächst a¨50,2 mittels Formel (5.17) (S.73)
a¨50,2 = a¨50 − 2p50 · v2 · a¨52 = 18, 840− 9300393975 · ( 11,03)2 · 18, 088 ≈ 1, 967 und
AI50,2 = v
2 · 2p50 = ( 11,03)2 · l52l50 ≈ 0, 9328 und erhalten für P I50,2 ≈ 0, 4743 und für
N = κ · P I50,2 ≈ 18973, 09.
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Es fällt nun auf, dass wir nicht exakt das gleiche Resultat für die Nettoprämie erhalten
haben (18978,56 bzw. 18973,09). Dies resultiert aus gewissen Rundungsfehlern, die bei der
Berechnung auftreten.






= 0, 989656824. Schließlich werden auch die Werte 18,840 und 18,088 aus
der Tabelle Barwerte einer lebenslangen vorschüssigen Rente vom Betrag 1 auf die dritte
Nachkommastelle gerundet.
Es ist daher in der Praxis wichtig die erhaltenen Resultate auf eine sinnvolle Stelle zu runden
um nicht durch zu viele Nachkommastellen eine Genauigkeit vorzutäuschen, die im Prinzip
nicht gegeben ist.
Es sei hier noch erwähnt, dass man die Nettoprämie für kleine n durchaus auf die zu Beginn
des Kapitels 5 gezeigte Art rechnen kann. Für größere n ist es aber auf jeden Fall ratsamer,
wenn man sich zunächst P Ix,n mittels der Tabelle Barwerte einer lebenslangen vorschüssigen
Rente vom Betrag 1 berechnet und dann diesen Wert mit dem entsprechendnen κ-Wert
multipliziert. Diese Methode ist jedoch nur dann anwendbar, wenn auch tatsächlich mit
einem in der Tabelle aufgelisteten Zinssatz i gerechnet wird.
Bei gemischten Versicherungen bezeichnen wir die Nettoprämie für κ = κ1 = κ2 = 1 mit




auch aus Px,n = P 1x,n + P
I
x,n berechnet werden kann.
In Analogie zur angegebenen Formel (6.4) (S.81) zur Prämienberechnung bei Todesfallversi-
cherungen gilt hier die Beziehung (siehe (5.10) in Kapitel 5.2.2 auf Seite 65):
1 = d · a¨x,n + Ax,n ⇐⇒ Ax,n = 1− d · a¨x,n ⇐⇒ Px,n = 1a¨x,n − d . (6.7)
Beispiel 6.1
(Goldammer, 2007/08a, UE 8, Bsp 63)
Berechnen Sie die Prämie 1000 · P 130,10 aus a30,9 = 5, 6 und v10 · 10p30 = 0, 35, wenn mit
i = 10% verzinst wird!
83
6. Prämien und Deckungskapital
Lösung:
Da a30,9 gegeben ist, erkennen wir, dass es sich um eine nachschüssige temporäre Rente han-




k · kpx = v · px + v2 · 2px + ...+ vn−1 · n−1px + vn · npx (Formel (5.16), S.68).
Dann ist ax,n−1 =
∑n−1
k=1 v
k · kpx = v · px + v2 · 2px + ...+ vn−1 · n−1px.
Im Beispiel ist also a30,10 = a30,9 + v10 · 10p30 = 5, 6 + 0, 35 = 5, 95 laut Angabe.









k · kpx = 1 + v · px + v2 · 2px + ... + vn−1 · n−1px (Formel (5.15), S.68) ist
oﬀensichtlich, dass a¨x,n = 1 + ax,n−1 gilt.
Im Beispiel laut Angabe: a¨30,10 = 1 + a30,9 = 1 + 5, 6 = 6, 6.
Aus Formel (5.10) (S.65) 1 = d · a¨x,n + Ax,n berechne man sich nun als nächstes A30,10
(Lösung: A30,10 = 0, 4) und aus der Beziehung (5.4) (S.58) Ax,n = A1x,n + A
I
x,n kommt man
durch entsprechende Umformung (wobei AIx,n = v
n · npx, siehe Kapitel 5.1.2, Formel (5.3),






Für 1000 · P 130,10 erhalten wir schließlich 7,576 e als Lösung.
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Dieses Beispiel soll zeigen, dass eine Angabe, die für den einen oder anderen Laien vielleicht
etwas seltsam erscheinen mag, mittels unsere entwickelten Formeln und Zusammenhänge
doch relativ einfach bearbeitet werden kann.
Als letztes wollen wir nun noch eine Prämienberechnung bei einer ganz allgemeinen Versi-
cherungsform aufzeigen.
Es sei κj mit j = 1, 2, ..., ω − x + 1 das im j-ten Versicherungsjahr ausbezahlte Kapital
bei einer lebenslangen Todesfallversicherung, wobei κj am Ende des Todesjahres ausbezahlt
wird. Die Finanzierung soll durch jährliche Prämien Ni mit i = 0, 1, ..., ω−x erfolgen, wobei
Nl die zu Beginn des l-ten Jahres zu bezahlende Prämie ist.
Der Verlust der Versicherungsgesellschaft ist dann:






Die sich möglicherweise veränderlichen Prämien sind unter der Voraussetzung E(L) = 0
Nettoprämien und können aus
ω−x∑
k=0
κk+1 · vk+1 · kpx · qx+k︸ ︷︷ ︸




Nk · vk · kpx︸ ︷︷ ︸
Kap. 5.2.4 Formel (5.13) S. 67
berechnet werden.
6.1.5. Prämienrückgewähr und ein Rechenbeispiel
Natürlich gibt es in der Praxis noch eine Vielzahl weiterer Versicherungsformen, die in diver-
sen Variationen auftreten. Es würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen die Nettoprämien
für jede dieser Methoden formelmäßig herzuleiten.
Im Prinzip geht man aber bei der Berechnung der Nettoprämie immer nach dem selben
Schema vor:
Formulierung des Verlusts L der Versicherungsgesellschaft und E(L) = 0.
Manche Versicherungsunternehmen bieten zusätzlich noch eine sogenannte Prämienrückge-
währ an.
Darunter versteht man, dass das Versicherungsunternehmen die Zusage macht, im Schadens-
fall einen Teil der zuletzt gezahlten Prämie zusätzlich zur Versicherungsleistung auszuzahlen
(Gerber, 1986, S.55).
Der Begriﬀ Prämienrückgewähr kann aber je nach Versicherungsvertrag auch eine andere
Bedeutung haben.
Bei manchen Versicherungen wird unter Prämienrückgewähr verstanden, dass man einen Teil
der Prämien zurückbezahlt bekommt, falls kein Schadensfall eintritt. In diesem Fall ist der
Begriﬀ Prämienrückgewähr eng mit der Mitversicherung der Prämien gekoppelt.
Bei manchen Versicherungsarten ist es möglich, dass es zu einer Leistung des
Versicherers gar nicht kommt und die eingezahlten Prämien verfallen. So z. B. bei
einer temporären Versicherung auf den Todesfall, wenn das Ableben nach Ablauf
der vereinbarten Versicherungsdauer eintritt, oder bei einer Erlebensversicherung
oder einer aufgeschobenen Versicherung, wenn der vereinbarte Termin nicht er-
lebt wird. Um diesen gänzlichen Verfall der Prämien zu vermeiden, werden solche
Versicherungen mit bedingter Zahlung des Kapitals nicht selten unter Mitversi-
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cherung der Prämien für den Fall, dass es zu einer Versicherungsleistung sonst
nicht kommt, abgeschlossen. (Berger, 1939, S.77f)
Im folgenden Beispiel handelt es sich um eine Prämienrückgewähr, die im Schadensfall einen
Teil der Prämien zuzüglich zur Versicherungsleistung auszahlt.
Beispiel 6.2
(Goldammer, 2007/08a, UE 8, Bsp 65)
Betrachten wir eine Todesfallversicherung mit Prämienlaufzeit n = 20 Jahre an einen x-
jährigen Mann. Die Prämien werden jährlich vorschüssig gezahlt; die Versicherungssumme
von κ = 50000 e wird am Ende des Todesjahres ausbezahlt (auch dann, wenn der Mann erst
nach der Prämienlaufzeit sterben sollte).
Außerdem besteht eine Prämienrückgewähr, welche die Hälfte der letzten Prämienzahlung
als zusätzliche Zahlung im Todesfall auszahlt. Die Prämienrückgewähr gilt allerdings nur
während der Laufzeit der Versicherung.




(1 + 0, 5d) · a¨x,20 − (1− v20 · 20px) · 0, 5 .
Lösung:
L =
 κ · vK+1 −N · a¨K+1 + 12 ·N · vK+1 für K = 0, 1, ..., 19κ · vK+1 −N · a¨20 für K ≥ 20
Es gelte: E(L) = 0:
κ · Ax −N · a¨x,20 + 12 ·N · A1x,20 = 0
N · (1
2













6.1.6. Der stochastische Zinssatz
Der eine oder andere Leser hat sich sicher schon gefragt, warum wir den Zinssatz i immer
als festen technischen Zinsfuß annehmen und ihn bei unseren Berechnungen, die oft über
mehrere Jahre bzw. sogar Jahrzehnte gehen, nicht ändern. Die Lösung liegt auf der Hand:
Der in zukünftigen Jahren erzielte Zins ist klarerweise unbekannt. Nun könnte man auf
die Idee kommen die zukünftigen Zinsentwicklungen durch einen stochastischen Prozess zu
modellieren.
Es wird aber darauf verzichtet, weil es in der Lebensversicherung, bei der man sich an und für
sich für eine langfristige Zinsentwicklung interessiert, kein geeignetes stochastisches Modell
für eben diese gibt.
Ein anderer Grund ist der, dass wir ja grundsätzlich davon ausgehen, dass die zukünftige
Lebensdauer Tx von den verschiedenen Personen, die eine Versicherung abschließen, unab-
hängig voneinander ist. Tx wird schließlich als unabhängige Zufallsvariable betrachtet.
Wenn wir nun einen stochastischen Zins annehmen würden, ginge diese Unabhängigkeit bei
den Berechnungen verloren, da dann alle Versicherungspolizzen vom gleichen jährlichen Zins
betroﬀen wären. Wir werden daher auch in weiterer Folge mit einem festen technischen
Zinssatz i rechnen, der individuell festgesetzt werden kann (Gerber, 1986, S.56).
6.2. Das Nettodeckungskapital
Wir sind bei der Berechnung der Nettoprämien bisher so vorgegangen, dass wir E(L) = 0
gesetzt haben. Wir haben also de facto eine Äquivalenz zwischen Prämien und Versicherungs-
leistungen zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses geschaﬀen, so dass der erwartete Verlust
des Versicherungsunternehmens (und des Versicherungsnehmers) verschwindet. Eine Äqui-
valenz zwischen den zukünftigen Prämien und Versicherungsleistungen gibt es allerdings für
einen späteren Zeitpunkt im Allgemeinen nicht mehr.
Es ist aber prinzipiell möglich die Diﬀerenz zwischen dem Barwert der zukünftigen Leis-
tungen mit dem Barwert der zukünftigen Prämien zu einem beliebigen Zeitpunkt t < T zu
vergleichen. Dazu deﬁnieren wir die Zufallsvariable tL, die diese Diﬀerenz zum Zeitpunkt t
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angibt. Das Nettodeckungskapital (NDK) zum Zeitpunkt t ist deﬁniert als der Erwartungs-
wert von tL und wird mit tV bezeichnet (Gerber, 1986, S.57 und Czuber, 1928, S.367ﬀ).
Es ist also E(tL) = tV , wobei tV wegen t < T bedingt ist. Außerdem müssen wir beden-
ken, dass die Versicherungsgesellschaft im Falle des Ablebens der versicherten Person noch
zukünftige Verpﬂichtungen haben kann (z. B. Zahlungen an Hinterbliebene).
Da sowohl die zu versichernden Personen als auch die Versicherungsgesellschaft selbst im
Allgemeinen daran interessiert sein werden, dass eine Fortsetzung der Versicherung gegeben
ist (der sogenannte versicherungstechnische Ruin soll vermieden werden), wird bei Ver-
sicherungsformen, die in der Praxis auftreten, das Nettodeckungskapital zum Zeitpunkt t
positiv oder allenfalls null sein.
Es soll also E(tL) ≥ 0, oder anders geschrieben E(tZ) bzw. E(tY ) ≥ E(tP ), gelten.
Das bedeutet, dass im Erwartungswert zum Zeitpunkt t der Barwert der zukünftigen Leis-
tungen den Barwert der zukünftigen Prämien übertriﬀt.
Diese Ungleichung scheint im ersten Moment etwas widersprüchlich zu sein, weil es für das
Versicherungsunternehmen von Vorteil zu sein scheint, wenn E(tP ) größer oder gleich dem
Barwert der zukünftigen Leistung des Versicherungsunternehmens ist.
Schließlich würde in diesem Fall zum Zeitpunkt t der Barwert der zukünftigen Prämien, die
der Versicherte zahlt, den Barwert der zukünftigen Versicherungsleistung übertreﬀen, sodass
das Versicherungsunternehmen dann mehr Einnahmen als Ausgaben hätte.
Warum gilt dann aber dennoch E(tZ) bzw. E(tY ) ≥ E(tP )?
In der obigen Überlegung wurde nicht berücksichtigt, dass der Versicherungsnehmer in der
Zeit von [0; t] (wobei t < T ) schon Prämien gezahlt hat, während das Versicherungsunter-
nehmen in dieser Zeitspanne noch keine Leistungen erbracht hat. Das sogenannte Äquiva-
lenzprinzip (siehe Kapitel 2 auf Seite 9) wäre verletzt.
Wenn man die Sachlage erst zum Zeitpunkt t betrachtet und prospektiv (also vorausblickend)
nur die Barwerte der zukünftigen Leistungen und zukünftigen Prämienzahlungen ab dem
Zeitpunkt tmiteinander vergleicht, ohne die in [0; t] bereits erfolgten Prämienzahlungen in die
Überlegung einzubeziehen, würde dies nicht dem Wesen des Äquivalenzprinzips entsprechen.
Andererseits berücksichtigt E(tL) ≥ 0 die schon eingezahlten Prämien, das Äquivalenzprin-
zip ist also erfüllt.
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6.2.1. Deckungskapital bei einer gemischten Versicherung
Betrachten wir zunächst eine gemischte Versicherung für eine x-jährige Person mit einer
Laufzeit von n Jahren und einem ﬁxen Zinssatz i. Die jährliche Prämienzahlung soll während
der Versicherungsdauer vorschüssig erfolgen; die Versicherungsleistung κ = κ1 = κ2 = 1
nachschüssig.
Die Nettoprämie Px,n können wir uns über die im vorigen Kapitel hergeleitete Formel (6.3)












k+1 · kpx · qx+k + vn · npx.
Berechnen wir nun den erwarteten Barwert der zukünftigen Versicherungsleistung zum Zeit-
punkt k = 1 (also am Ende des ersten Jahres), erhalten wir:





k+1 · kpx+1 · qx+1+k + vn−1 · n−1px+1.
Der erwartete Barwert der zukünftigen Versicherungsleistung am Ende des k-ten Jahres,
wobei k = 0, 1, ..., n− 1 ist, ist demnach:
Ax+k,n−k = A1x+k,n−k + A
I
x+k,n−k.
Rechnen wir zur numerischen Illustration mit x = 33, n = 5, i = 3% und verwenden wir die















































k+1 · kp33 · q33+k + v5 · 5p33 =
= v · q33 + v2 · p33 · q34 + v3 · p33 · p34 · q35 + v4 · p33 · p34 · p35 · q36 + v5 · p33 · p34 · p35 · p36 · q37+
+v5 · p33 · p34 · p35 · p36 · p37 ≈ 0, 892821074
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k+1 · kp34 · q34+k + v4 · 4p34 =
= v ·q34+v2 ·p34 ·q35+v3 ·p34 ·p35 ·q36+v4 ·p34 ·p35 ·p36 ·q37+v4 ·p34 ·p35 ·p36 ·p37 ≈ 0, 911566276
Die weiteren erwarteten Barwerte lassen sich schneller über die in Kapitel 5.1.3 kennenge-




v·p33 ≈ 0, 911566276
A35,3 =
A34,4−v·q34
v·p34 ≈ 0, 930186588
A36,2 =
A35,3−v·q35
v·p35 ≈ 0, 949421604
A37,1 =
A36,2−v·q36
v·p36 ≈ 0, 970873786 = v · q37 + v · p37 = v · (q37 + p37) = v · 1 = v
Für den erwarteten Barwert der Prämienzahlungen gilt:




1−v · kpx · qx+k +N · 1−v
n
1−v · npx (Kapitel 6.1.2, S.76).
Wegen κ = 1 ist N = Px,n =
Ax,n
a¨x,n
. (Formel (6.3), S.76).




berechnen. In unserem Rechenbeispiel ist a¨33,5 demnach:
a¨33,5 =
1−A33,5
1−v ≈ 3, 6798.




k · kp33 = 1 + v · p33 + v2 · 2p33 + v3 · 3p33 + v4 · 4p33 ≈ 3, 6798.




Wir wollen nun auch die erwarteten Barwerte der zukünftigen Prämienzahlungen für das
Ende des k-ten Jahres (k = 0, 1, ..., n− 1) berechnen.
Wir rechnen mit der Prämienhöhe Px,n, also mit der Nettoprämie.
Für den erwarteten Barwert der zukünftigen Prämienleistung zum Zeitpunkt k = 1 (also am
Ende des ersten Jahres) gilt:




1− v · kpx+1 · qx+1+k +
1− vn−1
1− v · n−1px+1].
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Der erwartete Barwert der zukünftigen Prämienleistung am Ende des k-ten Jahres
(k = 0, 1, ..., n− 1) ist:




1− v · lpx+k · qx+k+l +
1− vn−k
1− v · n−kpx+k].
Bei unserem Rechenbeispiel wird man sich die a¨33+k,5−k - Werte (k = 0, 1, ..., 4) am schnellsten
über Formel (5.10) (S.65) berechnen und diese dann jeweils mit P33,5 multiplizieren um die
gesuchten erwarteten Barwerte zu erhalten.
a¨34,4 ≈ 3, 036224524 P33,5 · a¨34,4 ≈ 0, 73667
a¨35,3 ≈ 2, 396927145 P33,5 · a¨35,3 ≈ 0, 58156
a¨36,2 ≈ 1, 736524929 P33,5 · a¨36,2 ≈ 0, 42133
a¨37,1 = 1 P33,5 · a¨37,1 ≈ 0, 24263
Das Nettodeckungskapital zum Zeitpunkt t tV haben wir deﬁniert als den Erwartungswert
von tL.
In unserem Beispiel haben wir eine gemischte Versicherung vorliegen. Wir erhalten das Netto-
deckungskapital kVx,n zum Zeitpunkt k (k = 0, 1, ..., n−1), indem wir die Diﬀerenz zwischen
den erwarteten Barwerten der Versicherungsleistungen und der Prämienleistungen berech-
nen.
In unserem Rechenbeispiel erhalten wir:




schon vorher klar war)
1V33,5 = A34,4 − P33,5 · a¨34,4 ≈ 0, 174896
2V33,5 = A35,3 − P33,5 · a¨35,3 ≈ 0, 348627
3V33,5 = A36,2 − P33,5 · a¨36,2 ≈ 0, 528094
4V33,5 = A37,1 − P33,5 · a¨37,1 ≈ 0, 728247
Allgemein erhalten wir schließlich die Formel:
kVx,n = Ax+k,n−k − Px,n · a¨x+k,n−k (k = 0, 1, ..., n− 1) (6.8)
Wir wollen nun den Verlauf des Deckungskapitals während der Versicherungsdauer graﬁsch
darstellen:
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Abbildung 6.1.: Verlauf des Deckungskapitals während der Versicherungsdauer
Wie aus der Graﬁk ersichtlich ist, ist der Anstieg fast linear.
2V33,5 ≈ 2 · 1V33,5 3V33,5 ≈ 3 · 1V33,5 4V33,5 ≈ 4 · 1V33,5.
Das Deckungskapital wächst stetig und hat zum Schluss die gleiche Größenordnung wie das
versicherte Kapital.
Das Deckungskapital von 0, 728247 am Ende des vierten Jahres (allgemein des (n − 1)-ten
Jahres) kann man mit folgender elementaren Überlegung relativ leicht bestätigen:
Zusammen mit der letzten Prämie von 0,242627 (beide für ein Jahr verzinst) ergibt sich
daraus der am Ende des fünften Jahres fällige Betrag von κ = 1.
0, 728246824 · 1, 03 + 0, 242626962 · 1, 03 = (0, 728246824 + 0, 242626962) · 1, 03 = 1
Wir haben das Deckungskapital nun prospektiv (das heißt als Summe aller noch zu leistenden
Zahlungen minus aller noch zu erwartenden Prämien, auf den entsprechenden Zeitpunkt
bezogen) betrachtet und auf diese Weise Formel (6.8) (S.91) hergeleitet.
Abbildung 6.2.: prospektive Sichtweise
Eine andere Möglichkeit wäre die retrospektive Darstellung, bei der man alle schon erhaltenen
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Prämien abzüglich der geleisteten Zahlungen betrachtet.
Abbildung 6.3.: retrospektive Sichtweise
Während also beim prospektiven Ansatz die erweiterte Äquivalenzgleichung
vorhandenes Deckungskapital + Barwert der zukünftigen Prämieneinnahmen
= Barwert der zukünftigen Versicherungsleistungen
zu jedem Zeitpunkt der Versicherungsdauer gilt, haben wir beim retrospektiven Ansatz, der
bei manchen Versicherungsformen notwendig ist, eine Äquivalenzgleichung der Form
Deckungskapital + Endwert der rechnungsmäßigen Versicherungsleistungen der Vergangenheit
= Endwert der rechnungsmäßigen Prämieneinnahmen der Vergangenheit
(Disch, 2002, S.32).
Der retrospektive Ansatz wird vor allem bei Versicherungen verwendet, bei denen das Kapi-
talanlagerisiko vom Versicherungsnehmer getragen wird, da dort ein Blick in die Zukunft
de facto nicht möglich ist.
Beispiele dafür sind unter anderem aktienindexgebundene Lebensversicherungen mit garan-
tierter Mindestverzinsung (AILV), fondsgebundene Lebensversicherungen (FLV) und fonds-
gebundene Rentenpolizzen Versicherungen (FRV) (Disch, 2002, S.32).
Für unsere Berechnungen wollen wir uns in weiterer Folge auf den prospektiven Ansatz
beschränken.
Wir wollen jetzt zeigen, dass das Nettodeckungskapital einer gemischten Versicherung bei
jährlichen Prämienzahlungen über die gesamte Versicherungsdauer auch über die Formel
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kVx,n = 1− a¨x+k,n−ka¨x,n (6.9)
berechnet werden kann (Gerber, 1986, S.62).
Bevor wir den allgemeinen Beweis durchführen, wenden wir diese Formel zunächst auf unser
voriges Rechenbeispiel mit x = 33, n = 5 und i = 3% für beispielsweise k = 3 an:




Da wir dasselbe Ergebnis erhalten haben wie mit Formel (6.8), dürfte Formel (6.9) oﬀen-
sichtlich stimmen.
Beweis:
Zu zeigen: kVx,n = Ax+k,n−k − Px,n · a¨x+k,n−k = 1− a¨x+k,n−ka¨x,n .
Ax+k,n−k − Px,n · a¨x+k,n−k (5.10)= 1− d · a¨x+k,n−k − Px,n · a¨x+k,n−k (6.7)=





6.2.2. Deckungskapital bei einer temporären Todesfallversicherung
Analog zu Formel (6.8) (S.91) können wir uns das Deckungskapital am Ende des k-ten Jahres





x+k,n−k − P 1x,n · a¨x+k,n−k (k = 0, 1, ..., n− 1) (6.10)
berechnen.
Die folgende Tabelle zeigt den Verlauf des Deckungskapitals bei einer temporären Todesfall-
versicherung der Dauer n = 5 Jahre für eine x = 33-jährige Person, wenn mit i = 3% und
der in Beispiel 5.3 (S.53) angeführten Sterbetafel gerechnet wird (κ = 1).
Aus P 1x,n =
A1x,n
a¨x,n




vk+1 · kpx · qx+k
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k a¨33+k,5−k A133+k,5−k kV
1
33,5
0 3,6798 0,618354643 0
(klar wegen Deﬁnition der Nettoprämie)
1 3,0362 0,600595809 0,090389136
2 2,3969 0,564129924 0,161350677
3 1,7365 0,494375303 0,202569934
4 1 0,353045013 0,185005175
Im Gegensatz zum Verlauf des Deckungskapitals bei der gemischten Versicherung (vgl. 6.2.1,
S.89ﬀ) haben wir hier einen äußerst ﬂachen Verlauf. Zu Beginn steigt das Deckungskapital
leicht an (in den ersten Jahren liegt die NEP 133,5 nur geringfügig über der NEP für eine
einjährige Todesfallversicherung (beachte: beispielsweise ist 0,61835 nur geringfügig größer als
0,600596)), am Ende strebt das Deckungskapital gegen null (für die Versicherungsgesellschaft
fällt im Erlebensfall keine Zahlung an).
Das Deckungskapital am Ende des vierten Jahres (allgemein des (n − 1)-ten Jahres) ergibt
zusammen mit der letzten Prämie P 133,5 die NEP für eine einjährige Todesfallversicherung
eines 37-jährigen:
0,185005 + 0,16804 = 0,353045.
6.2.3. Deckungskapital bei einer lebenslänglichen
Todesfallversicherung
Das Deckungskapital am Ende des k-ten Jahres einer lebenslänglichen Todesfallversicherung
bezeichnen wir mit kVx und kann über die Formel
kVx = Ax+k − Px · a¨x+k (k = 0, 1, ..., ω − x) (6.11)
berechnet werden (vgl. die Formeln (6.8) und (6.10) in 6.2.1 bzw 6.2.2).
Eine andere Formel zur Berechnung von kVx ist gegeben durch:
kVx = 1− a¨x+ka¨x (6.12)
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(Gerber, 1986, S.62).
Der Vorteil der Verwendung dieser Formel ist, dass man die entsprechenden a¨x-Werte aus der
Tabelle Barwerte einer lebenslänglichen vorschüssigen Rente vom Betrag 1 für die Werte
der Sterbetafel 2000/02 ablesen kann, sofern mit einem dort aufgelisteten Zinsfuß gerechnet
wird.
Beweis:
kVx = Ax+k − Px · a¨x+k (5.7)= 1− d · a¨x+k − Px · a¨x+k =




Wir können diese Formel nun weiter umformen und erhalten:









1− Ax − 1 + Ax+k
1− Ax =
Ax+k − Ax




erhalten wir aus Formel (6.11) auch noch die folgenden Beziehungen:




· Px+k · a¨x+k = (Px+k − Px) · a¨x+k
(iii) kVx = (Px+k − Px) · a¨x+k (6.4)= (Px+k − Px) · 1Px+k+d =
Px+k−Px
Px+k+d
Je nach Angabe möge man zur Berechnung des kVx die jeweils am besten geeignete Formel
auswählen.
6.2.4. Rechenbeispiele
Die Beispiele in diesem Kapitel stimmen in abgeändeter Form im Wesentlichen mit den Bei-
spielen aus den Übungen zur Lebensversicherungsmathematik an der TU Wien vom Winter-
semester 2007/08 von Goldammer überein (UE 11 (Bsp 84, 85 und 87), UE 12 (Bsp 95)
und UE 13 (Bsp 99 und 101)).
Beispiel 6.3
Wir betrachten eine lebenslängliche Todesfallversicherung mit jährlicher Prämienzahlung.





kVx = 1− a¨x+ka¨x (Formel (6.12), S.95)
10V25 = 1− a¨35a¨25 = 0, 1 ⇔ a¨35a¨25 = 0, 9 ⇔ a¨25 = a¨350,9
10V35 = 1− a¨45a¨35 = 0, 2 ⇔ a¨45a¨35 = 0, 8 ⇔ a¨45 = 0, 8 · a¨35




= 1− 0, 8 · 0, 9 = 1− 0, 72 = 0, 28
3
Beispiel 6.4
Gesucht ist das Nettodeckungskapital einer gemischten Versicherung 1V31,14 bei jährlichen





kVx,n = 1− a¨x+k,n−ka¨x,n (Formel (6.9), S.94)
1V31,14 = 1− a¨32,13a¨31,14
Analog zur Rekursionsformel a¨x = 1 + v · a¨x+1 · px (siehe Kapitel 5.2.5, S.68ﬀ) erhalten wir
für die NEP einer temporären Leibrente der Dauer n Jahre:
a¨x,n = 1 + v · a¨x+1,n−1 · px (Herleitung wieder über Indexverschiebung),
im Beispiel:
a¨31,14 = 1 + v · a¨32,13 · p31 = 1 + 0, 95 · 9 · (1− 0, 002) = 9, 5543,
somit: 1V31,14 = 1− 99,5543 ≈ 0, 0580.
3
Beispiel 6.5
Wir betrachten eine gemischte Versicherung einer 30-jährigen Frau, die bis zum Alter von 65
Jahren laufen soll. Die Versicherungssumme beträgt κ1 = κ2 = κ = 100000 e. Die jährlich
vorschüssigen Prämienzahlungen sollen bis zum Alter von 60 Jahren erfolgen.
Die Frau wird jedoch mit 53 Jahren arbeitslos und entschließt sich, die Versicherung in eine
temporäre vorschüssige Rente bis zu ihrem Pensionsantritt im Alter von 62 Jahren umzu-
wandeln. Die Prämienzahlungen bleiben dazu unverändert. Es wird mit i = 3% gerechnet.
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(a) Wie hoch ist die Jahresprämie N der gemischten Versicherung?
(b) Wie groß ist das Deckungskapital vor der Vertragsänderung?
(c) Wie hoch ist die jährliche Rente im Alter von 53 bis 62 Jahren?
Lösung:
(a)
Grundsätzlich gehen wir von Formel (6.3) (S.76) N = κ · Ax,n
a¨x,n
aus. Bei diesem Beispiel ist
aber die Dauer der Versicherung (35 Jahre) und die Dauer der Prämienzahlungen (30 Jahre)
nicht gleich.
Wir erhalten somit:
N = 100000 · A30,35
a¨30,30
= 100000 · 0,3665
19,94
≈ 1838, 12 e
Nebenrechnung:
a¨30,35 über (5.17), S.73:
a¨30,35 = a¨30 − 35p30 · v35 · a¨65 (Tabelle)= 26, 599− 9064599010 · ( 11,03)35 · 14, 899 ≈ 21, 75
A30,35 über (5.10), S.65:
A30,35 = 1− d · a¨30,35 = 1− (1− 11,03) · 21, 75 ≈ 0, 3665
a¨30,30 über (5.17), S.73:
a¨30,30 = a¨30 − 30p30 · v30 · a¨60 = 26, 599− 9345699010 · ( 11,03)30 · 17, 132 ≈ 19, 94
(b)
Die Vertragsänderung ﬁndet nach 23 Jahren statt. Das Deckungskapital nach 23 Jahren
erhalten wir grundsätzlich über Formel (6.8) (S.91), wobei wieder zu berücksichtigen ist,
dass die Dauer der Versicherung und die Dauer der Prämienzahlung unterschiedlich sind.
23V30,(35 bzw. 30) = 100000 · A30+23,35−23 −N · a¨30+23,30−23 =
= 100000 · A53,12 −N · a¨53,7 ≈ 59090, 39 e
Nebenrechnung:
A53,12 = 1− d · a¨53,12 = 1− d · (a¨53 − l65l53 · v12 · a¨65) =
= 1− (1− 1
1,03




)12 · 14, 899) ≈ 0, 7076
a¨53,7 = a¨53 − l60l53 · v7 · a¨60 = 19, 891− 9345696139 · ( 11,03)7 · 17, 132 ≈ 6, 3499
(c)
Die Rente hat eine Laufzeit von neun Jahren. Bezugspunkt ist der Zeitpunkt der Vertrags-
änderung. Auf der linken Seite der Gleichung steht der Barwert der Rente, auf der rechten
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Seite das zu diesem Zeitpunkt zur Verfügung stehende Deckungskapital plus der erwartete
Barwert der noch zu zahlenden Prämienleistung (die Laufzeit beträgt noch sieben Jahre,
denn dann ist sie 60 Jahre alt).
Wir erhalten somit:
R · a¨53,9 = 23V30,(35 bzw. 30) +N · a¨53,7
R = 23




≈ 8953, 15 e.
Nebenrechnung:
a¨53,9 = a¨53 − l62l53 · v9 · a¨62 = 19, 891− 9246196139 · ( 11,03)9 · 16, 263 ≈ 7, 9036
3
Beispiel 6.6
Wir betrachten eine Erlebensversicherung einer 30-jährigen Frau, die bis zum Alter von 75
Jahren laufen soll. Die Versicherungssumme beträgt κ = 10000 e. Die jährlichen vorschüs-
sigen Prämienzahlungen sollen bis zum Alter von 60 Jahren erfolgen.
Im Alter von 50 Jahren beschließt die Frau (da sie feststellt, dass sie doch keine so gute
Pensionsvorsorge hatte) die Erlebensversicherung in eine lebenslängliche vorschüssige Rente
ab dem Alter von 60 Jahren umwandeln zu lassen. Die Prämienzahlungen bleiben dazu
unverändert. Es wird mit i = 3, 5% gerechnet.
(a) Wie hoch ist die Jahresprämie im Erlebensfall?
(b) Wie groß ist das Deckungskapital vor der Vertragsänderung?
(c) Wie hoch ist die jährliche Rente, die die Frau ab 60 erhält?
Lösung:
(a)
Die Dauer der Versicherung (45 Jahre) und jene der Prämienzahlungen (30 Jahre) sind
unterschiedlich lang.




· 10000 = 0,1691
18,81
· 10000 ≈ 89, 90 e.
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Nebenrechnung:
AI30,45 = v
45 · 45p30 = ( 11,035)45 · 7872499010 ≈ 0, 1691 Formel (5.3) (S.56) für κ = 1
a¨30,30 = a¨30 − l60l30 · v30 · a¨60 = Formel (5.17) (S.73)




)30 · 16, 252 ≈ 18, 81
(b)
Vertragsänderung nach 20 Jahren:
20V
I
30,(45 bzw. 30) = 10000 ·AI30+20,45−20−N · a¨30+20,30−20 = 10000 ·AI50,25−N · a¨50,10 ≈ 2672, 34 e
Nebenrechnung:
AI50,25 = v
25 · 25p50 = ( 11,035)25 · 7872496953 ≈ 0, 3436
a¨50,10 = a¨50 − l60l50 · v10 · a¨60 = 19, 599− 9345696953 · ( 11,035)10 · 16, 252 ≈ 8, 493
(c)
Bezugspunkt ist der Zeitpunkt der Vertragsänderung (sie ist zu diesem Zeitpunkt 50 Jahre
alt). Auf der linken Seite steht der Barwert der Rente (allerdings um zehn Jahre abgezinst, da
die Rentenzahlung erst ab 60 Jahren erfolgen), auf der rechten Seite das zum Bezugszeitpunkt
zur Verfügung stehende Deckungskapital plus der erwartete Barwert der noch zu zahlenden
Prämienleistung (Laufzeit noch zehn Jahre).






·16,252 ≈ 309, 38 e
3
Beispiel 6.7
Eine 60-jährige Frau verkauft ihr Haus und erhält dafür eine konstante, jährliche, vorschüssige
Rente der Höhe 12000 e für 20 Jahre. Diese Zahlungen sind nicht an das Leben der Frau
gebunden und werden im Falle ihres Todes innerhalb des Versicherungszeitraumes an ihre
Hinterbliebenen ausbezahlt. Es wird mit i = 2, 5% gerechnet.
(a) Bestimmen Sie den momentanen Wert dieses Hauses!
(b) Die Frau schließt mit diesen Rentenzahlungen als Prämie eine gemischte Versicherung
mit einer Laufzeit von 20 Jahren ab. Bestimmen Sie die Höhe der Versicherungs-
summe κ1 = κ2 = κ, wenn die Prämienzahlungen wie üblich nur bis zum Ende der
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Versicherung bzw. bis zum Tod erfolgen und etwaige Zahlungen gegebenenfalls an
die Erben der Frau gehen!
(c) Nach fünf Jahren möchte die Frau stattdessen lieber eine jährliche vorschüssige
Leibrente bis zu ihrem Tod erhalten. Bestimmen Sie das Nettodeckungskapital vor
dieser Änderung!
(d) Bestimmen Sie weiters die Höhe dieser Leibrente nach der Vertragsänderung!
Lösung:
(a)
Der momentane Wert des Hauses entspricht bei Vertragsabschluss dem Barwert der Renten-
zahlungen mit Laufzeit n = 20 Jahre.






≈ 191747 e (Formel (4.17), S.28)
(b)
12000 = κ · A60,20
a¨60,20




a¨60,20 = a¨60 − l80l60 · v20 · a¨80 = 18, 094− 6631793456 · ( 11,025)20 · 7, 918 ≈ 14, 67
A60,20 = 1− d · a¨60,20 = 1− (1− 11,025) · 14, 67 ≈ 0, 6423
(c)
Vertragsänderung nach fünf Jahren:
5V60,20 = κ · A65,15 − 12000 · a¨65,15 ≈ 57035, 47 e
Nebenrechnung:
a¨65,15 = a¨65 − l80l65 · v15 · a¨80 = 15, 612− 6631790645 · ( 11,025)15 · 7, 918 ≈ 11, 61
A65,15 = 1− d · a¨65,15 = 1− (1− 11,025) · 11, 61 ≈ 0, 717
(d)
Die Leibrentenzahlung startet mit ihrem 65sten Lebensjahr. Diesen Zeitpunkt wählen wir
als Bezugspunkt.
R · a¨65 = 5V60,20 + 12000 · a¨65,15
R = 57035,5+12000·11,61
15,612
≈ 12578, 90 e
3
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Beispiel 6.8
Ein 50-jähriger Mann schließt eine gemischte Versicherung mit 25-jähriger Laufzeit ab. Es
wird mit i = 4% gerechnet. Die Versicherungssumme betrage sowohl im Erlebens- als auch
im Ablebensfall 20000 e (es ist also κ1 = κ2 = κ = 20000 e). Die Prämienzahlungen erfolgen
jährlich vorschüssig während der gesamten Laufzeit.
Der Vertrag enthält eine Klausel, dass nach zehn Jahren die Höhe der Prämien an den
dann aktuellen Rechnungszins adaptiert wird. Das bedeutet, dass die Prämie zwar anfangs
mit dem Zinssatz zu Vertragsabschluss kalkuliert wird; nach zehn Jahren wird der Vertrag
allerdings automatisch konvertiert in eine Versicherung desselben Typs, allerdings mit neuem
Zinssatz. Um dieselben Auszahlungen zu gewährleisten, muss damit die Prämie angepasst
werden.
(a) Bestimmen Sie die jährliche Prämie dieser Versicherung ohne die Zinsklausel, sowie das
Deckungskapital direkt vor der automatischen Anpassung!
(b) Der aktuelle Zinssatz bei der automatischen Vertragsänderung beträgt i = 2, 5%.
Bestimmen Sie die neue Höhe der Prämien!
Lösung:
(a) x = 50, n = 25, v = 1
1,04
und κ = 20000.
N = κ · A50,25
a¨50,25




a¨50,25 = a¨50 − l75l50 · v25 · a¨75 = 16, 733− 6139693975 · ( 11,04)25 · 8, 105 ≈ 14, 75 Formel (5.17), S.73
A50,25 = 1− (1− 11,04) · a¨50,25 ≈ 0, 4328 Formel (5.10), S.65
10V50,25 = κ · A60,15 −N · a¨60,15 = 20000 · 0, 599− 587 · 10, 427 ≈ 5858, 27 e
Nebenrechnung:
a¨60,15 = a¨60 − l75l60 · v15 · a¨75 = 13, 598− 6139687141 · ( 11,04)15 · 8, 105 ≈ 10, 427 Formel (5.17), S.73
A60,15 = 1− (1− 11,04) · a¨60,15 ≈ 0, 599 Formel (5.10), S.65
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6.2. Das Nettodeckungskapital
(b) i = 2, 5%.
Bezogen wird nun auf den Zeitpunkt, zu dem der Mann 60 Jahre alt ist. Auf der linken Seite
steht der Barwert der Versicherungsleistung für diese Versicherung mit der verbleibenden
Laufzeit von 15 Jahren. Auf der rechten Seite steht das zum Bezugspunkt zur Verfügung
stehende Deckungskapital plus der erwartete Barwert der noch zu zahlenden Prämienleis-
tungen (die Laufzeit beträgt noch 15 Jahre), wobei die Höhe eben dieser Prämien gesucht
ist.
Wir erhalten:
20000 · A60,15 = 10V50,25 + P · a¨60,15





≈ 754, 74 e
Nebenrechnung:
a¨60,15 = a¨60 − l75l60 · v15 · a¨75 = 15, 652− 6139687141 · ( 11,025)15 · 8, 779 ≈ 11, 38 Formel (5.17), S.73
A60,15 = 1− (1− 11,025) · a¨60,15 ≈ 0, 7224 Formel (5.10), S.65
3
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7. Versicherungen auf mehrere Leben
In vielen Versicherungsgesellschaften kann man auch Versicherungen auf mehrere Leben ab-
schließen. Es können also in einem Vertrag zwei (theoretisch auch drei oder mehr) Personen
versichert werden. Meist wird bei solchen Tariﬀormen die Versicherungssumme beim Eintre-
ten des Todes der zuerst sterbenden versicherten Person fällig.
Je nach Versicherungsvertrag kann die Versicherungsnehmereigenschaft bei einer Person oder
bei den versicherten Personen gemeinsam liegen. Das bedeutet also, dass unterschieden wird,
ob die versicherten Personen auch gemeinsame Versicherungsnehmer sind oder nicht (Ger-
ber, 1986, S.80 und Kurzendorfer, 2000, Kap.3.1.3, S.1).
Um die Sachlage zu verdeutlichen sind hier zwei konkrete Beispiele angeführt:
• Eine 65-jährige Frau schließt eine gemischte Lebensversicherung auf zwei Leben ab,
bei der vertraglich festgehalten wird, dass im Falle ihres Ablebens ihrem 20-jährigen
Enkel die vereinbarte Versicherungssumme ausbezahlt wird. Sollte sie die Laufzeit von
n = 15 Jahren erleben, würde sie die Versicherungssumme, die für den Erlebensfall
vereinbart wurde, erhalten.
Es liegt hier eine Versicherung vor, bei der die versicherten Personen (die Frau und
ihr Enkel) nicht gemeinsam Versicherungsnehmer sind. Die Versicherungsnehmereigen-
schaft liegt bei der Frau. Man spricht in so einem Fall von einer Versicherung zweier
Leben.
• Ein Ehepaar schließt eine Risikolebensversicherung auf den ersten Tod eines Ehe-
partners ab, bei der vertraglich festgehalten wird, dass im Falle des Ablebens eines
Ehepartners dem anderen Ehepartner die vereinbarte Versicherungssumme ausbezahlt
wird. (Bemerkung: Falls beide gleichzeitig sterben sollten, wird eine Sonderklausel ver-
einbart, bei der die Versicherungssumme an eine dritte Person ausbezahlt wird.)
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Es liegt hier eine Versicherung vor, bei der die versicherten Personen (die Ehepartner)
gemeinsam Versicherungsnehmer sind. Die Versicherungsnehmereigenschaft liegt bei
beiden Eheleuten. Man spricht hier von einer Versicherung auf verbundene Leben.
Anwendungsbereiche von Versicherungen auf verbundene Leben sind neben Versicherungen
für Ehepartner, Versicherungen für Partner in einer nicht ehelichen Lebensgemeinschaft,
sowie Teilhabeversicherungen auf das Leben von Gesellschaftern einer Personengesellschaft.
Meist wird die Versicherung auf mehrere Leben in Form einer gemischten Versicherung
(Todes- und Erlebensfall) angeboten. Es gibt aber auch Versicherungspolizzen, bei denen
als Grundform temporäre Todesfallversicherungen, Erlebensversicherungen auf festen Ter-
min oder auch Mischformen zwischen Versicherungen auf Todes- und Erlebensfall (Leistung
bei Ableben der ersten versicherten Person) und auf Versicherungen auf festen Termin ange-
boten werden. Weiters ﬁndet man unter anderem auch aufgeschobene Rentenversicherungen
in der weitgefächerten Palette von Versicherungsarten.
Es gibt bei Versicherungen auf verbundene Leben teilweise auch die Möglichkeit über eine
Zusatzklausel den Vertrag bis zum Ableben der überlebenden Person auf Risikobasis weiter
bestehen zu lassen oder der überlebenden Person ein Recht zum Abschluss einer neuen
Versicherung einzuräumen (Kurzendorfer, 2000, Kap.3.1.3).
Für die mathematischen Berechnungen wollen wir uns zunächst auf den Fall der Versiche-
rung auf zwei Leben beschränken. Der allgemeine Fall auf die Versicherung auf m Leben
(m ∈ N,m ≥ 2) lässt sich davon ableiten.
Wir gehen davon aus, dass die Ereignisse PersonA überlebt t Jahre und PersonB über-
lebt t Jahre stochastisch unabhängig sind. Eine stochastische Abhängigkeit der Todesereig-
nisse vonA undB ist zwar nicht auszuschließen, würde aber die Formeln verkomplizieren.
[Für einen solchen Fall (beispielsweise beiderseitiger Unfalltod, der auf das gleiche Unfall-
ereignis zurückzuführen ist und beide Versicherten innerhalb von vierzehn Tagen an den
Unfallfolgen sterben) gibt es Sonderklauseln.]
Wegen der angenommenen stochastischen Unabhängigkeit der Todesereignisse vonA (das
Eintrittsalter vonA bei Versicherungseintritt sei x) undB (das Eintrittsalter vonB bei
Versicherungseintritt sei y) ist die Wahrscheinlichkeit, dassA undB die nächsten t Jahre
überleben, gegeben durch tpxy = tpx · tpy (Schiller, 2008, S.59).
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tpxy wird auch als t-jährige Überlebenswahrscheinlichkeit für ein Paar bezeichnet.
Davon lassen sich folgende Wahrscheinlichkeiten ableiten:
• tqxy = 1− tpxy = 1− tpx · tpy ... t-jährige Sterbewahrscheinlichkeit für
mindestens einen Partner.
tqxy bezeichnet also die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb von t Jahren mindestens
eine Person stirbt.
• tqxy = tqx · tqy ... t-jährige Sterbewahrscheinlichkeit
für ein Paar.
tqxy bezeichnet also die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb von t Jahren beide Personen
sterben.
Wieder ist tqx = 1− tpx bzw. tqy = 1− tpy.
• tpxy = 1− tqxy = 1− tqx · tqy = 1− (1− tpx) · (1− tpy) =
= 1− 1 + tpx + tpy − tpx · tpy = tpx + tpy − tpx · tpy =
= tpx + tpy − tpxy ... t-jährige Überlebenswahrscheinlichkeit
für mindestens einen Partner.
tpxy bezeichnet also die Wahrscheinlichkeit, dass in t Jahren noch mindestens eine Person
lebt.
Mindestens eine Person lebt bedeutet also, dass entweder Person A lebt oder PersonB
lebt oderA undB leben. Dieser Sachverhalt lässt sich durch folgendes Venn-Diagramm
graphisch darstellen:
Abbildung 7.1.: VENN-Diagramm: mindestens eine Person lebt
106
Bemerkung:Das Resultat tpx+tpy−tpxy erinnert an die klassische Ein- und Ausschaltformel,
wie wir sie von der Wahrscheinlichkeitstheorie kennen:
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)
bzw. für drei Ereignisse:
P (A∪B ∪C) = P (A) +P (B) +P (C)−P (A∩B)−P (A∩C)−P (B ∩C) +P (A∩B ∩C)
usw.




xy = 1− tpxy − tqxy = 1− tpx · tpy − tqx · tqy =
= 1− tpx · tpy − (1− tpx) · (1− tpy) =
= 1− tpx · tpy − 1 + tpx + tpy − tpx · tpy =
= tpx + tpy − 2 · tpxy.
Genau eine Person lebt bedeutet also, dass entweder PersonA lebt oder PersonB lebt.
Das dazugehörige Venn-Diagramm hat die folgende Gestalt:
Abbildung 7.2.: VENN-Diagramm: genau eine Person lebt
Die Schnittmenge ist hier also nicht enthalten.
Bemerkung: Das Resultat tpx + tpy − 2 · tpxy ist eine spezielle Ein- und Ausschaltformel:
P (A ∪B)− P (A ∩B) = P (A) + P (B)− 2 · P (A ∩B)
bzw. für drei Ereignisse:
P (A ∪B ∪ C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + 2 · P (A ∩B ∩ C) =
= P (A) + P (B) + P (C)− 2 · [P (A ∩B) + P (A ∩ C) + P (B ∩ C)] + 3 · P (A ∩B ∩ C)
usw.
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Die angeführten Wahrscheinlichkeiten lassen sich auf die Versicherung auf m Leben




k=1 tpxk ... t-jährige Überlebenswahrscheinlichkeit für die
m Personen




k=1 tqxk ... t-jährige Sterbewahrscheinlichkeit für die
m Personen





... Wahrscheinlichkeit, dass in t Jahren noch
genau eine Person lebt
Dieser zuletzt angeführte Zustand wird als der last-survivor status oder als der Zustand
des letzten Lebens bezeichnet und die dazugehörige Wahrscheinlichkeit kann mit der oben
angeführten speziellen Ein- und Ausschaltformel, bei der die Schnittmengen nicht enthalten
sind, für m Leben wie folgt berechnet werden:
m = 2: tp1xy = tpx + tpy − 2 · tpxy (siehe vorher)
m = 3: tp1xyz = tpx + tpy + tpz − 2 · (tpxy + tpxz + tpyz) + 3 · tpxyz
m = 4: tp1x1x2x3x4 = tpx1 + tpx2 + tpx3 + tpx4 − 2 · (tpx1x2 + ...+ tpx3x4︸ ︷︷ ︸
6 Summanden
)+
+ 3 · (tpx1x2x3 + ...+ tpx2x3x4︸ ︷︷ ︸
4 Summanden
)− 4 · tpx1x2x3x4




= tpx1 + tpx2 + ...+ tpxm − 2 · (tpx1x2 + ...+ tpxm−1xm︸ ︷︷ ︸
(m2 ) Summanden
)+
+ 3 · (tpx1x2x3 + ...+ tpxm−2xm−1xm︸ ︷︷ ︸
(m3 ) Summanden
)− ...±
± (−1)k+1 · k · (tpx1x2...xk + ...+ tpxm−k+1xm−k+2...xm︸ ︷︷ ︸
(mk) Summanden
)± ...±
± (−1)m+1 ·m · tpx1x2...xm
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m = 2: tp1xy = 1− (ll)− (tt) (S.107) oder über
tp
1
xy = (lt) + (tl) = tpx · tqy + tqx · tpy = tpx · (1− tpy) + (1− tpx) · tpy =
= tpx − tpx · tpy + tpy − tpx · tpy = tpx + tpy − 2 · tpxy
m = 3: (i) tp1xyz = (ltt) + (tlt) + (ttl) =
= tpx · tqy · tqz + tqx · tpy · tqz + tqx · tqy · tpz =
= tpx · (1− tpy) · (1− tpz) + (1− tpx) · tpy · (1− tpz) +
+ (1− tpx) · (1− tpy) · tpz =
= tpx · (1− tpy − tpz + tpyz) + tpy · (1− tpx − tpz + tpxz) +
+ tpz · (1− tpx − tpy + tpxy) =
= tpx − tpxy − tpxz + tpxyz + tpy − tpxy − tpyz + tpxyz +
+ tpz − tpxz − tpyz + tpxyz =
= tpx + tpy + tpz − 2 · tpxy − 2 · tpxz − 2 · tpyz + 3 · tpxyz =
= tpx + tpy + tpz − 2 · (tpxy + tpxz + tpyz) + 3 · tpxyz
(ii) Auch der Ansatz der Rechnung über die Gegenwahrscheinlichkeit
führt letztendlich zum eben gezeigten Ergebnis:
tp
1
xyz = 1− (lll)− (ttt)− (tll)− (ltl)− (llt) =
= 1− tpxyz − tqxyz − tqx · tpy · tpz − tpx · tqy · tpz − tpx · tpy · tqz =
= 1− tpx · tpy · tpz − (1− tpx) · (1− tpy) · (1− tpz)−
−(1− tpx) · tpy · tpz − tpx · (1− tpy) · tpz − tpx · tpy · (1− tpz) =
= 1− tpxyz − (1− tpx − tpy + tpxy − tpz + tpxz + tpyz − tpxyz)−
−tpyz + tpxyz − tpxz + tpxyz − tpxy + tpxyz =
= 1− tpxyz − 1 + tpx + tpy − tpxy + tpz − tpxz − tpyz + tpxyz−
−tpyz + tpxyz − tpxz + tpxyz − tpxy + tpxyz =
= tpx + tpy + tpz − 2 · (tpxy + tpxz + tpyz) + 3 · tpxyz
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Abbildung 7.3.: zugehörigesVenn-Diagramm




= (lttt) + (tltt) + (ttlt) + (tttl)
(ii) über die Gegenwahrscheinlichkeit
Wie man nachrechnen kann, erhält man als Ergebnis
den oben angeführten Ausdruck für m = 4.
Der allgemeine Ansatz für m ∈ N,m ≥ 2 ist demnach:
m: tp1x1x2...xm = (ltt...t) + (tlt...t) + (ttl...t) + ...+ (ttt...l),
was durch entsprechendes Multiplizieren und Zusammenfassen der einzelnen
Summanden schließlich auf das obige Ergebnis führt.
Die Überlegung dazu ist für größere m im Prinzip also gleich wie bei den aufgelisteten Fällen
m = 2, m = 3 und m = 4.
Man betrachtet die Vereinigungsmenge und subtrahiert jene Schnittmengen, die für das Er-
gebnis nicht relevant sind, wobei man darauf achten muss, dass man die entsprechenden
Schnittmengen nicht doppelt bzw. dreifach bzw n-fach (n ∈ N) abzieht. Durch entsprechen-
des Addieren werden die zu oft abgezogenen Schnittmengen quasi zurückgegeben.
Beispielsweise gilt für den Fall m = 3:
Abbildung 7.4.: entsprechendes Venn-Diagramm
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Zieht man nun von Abbildung 7.4 noch (A ∩ C) und (B ∩ C) ab, so wurde (A ∩ B ∩ C)
zweimal zuviel abgezogen. Durch entsprechende Addition ﬂießt (A ∩ B ∩ C) wieder in die
Gleichung ein. Somit erhalten wir:
P (A ∪B ∪ C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + 2 · P (A ∩B ∩ C) =
= P (A) + P (B) + P (C)− 2 · [P (A ∩B) + P (A ∩ C) + P (B ∩ C)] + 3 · P (A ∩B ∩ C).
Bei der Berechnung mittels dieser speziellen Ein- und Ausschaltformel erfolgt auch bei grö-





Möglichkeiten innerhalb der einzelnen Teilsummen.
Die Koeﬃzienten 1,−2, 3,−4, ..., (−1)m+1 ·m (m ∈ N,m ≥ 2) kommen durch das Multipli-
zieren und korrekte Zusammmenfassen der einzelnen Summanden zustande.
Aber nun wieder zurück zum Fall der Versicherung auf zwei Leben.
Die NEP für Versicherungen auf den ersten Tod erhält man durch analoge Überlegungen










Sinngemäß gilt auch die Formel 1 = d · a¨xy + Axy in Analogie zu der Formel (5.7) (S.64)
(bzw. (5.10)) (S.65) aus Kapitel 5.2 (Gerber, 1986, S.81).
Natürlich können auch diese Formeln auf den Fall für die Versicherung auf m Leben
(m ∈ N,m ≥ 2) entsprechend verallgemeinert werden. Darauf wollen wir hier aber nicht
mehr eingehen.
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8. Der Einbezug der Kosten
Wie schon in Kapitel 3 erwähnt, ist die Abwicklung einer Versicherung mit gewissen Kosten
verbunden. Im Zusammenhang mit Versicherungspolizzen werden die entstehenden Kosten
meist möglichst gerecht in das Modell eingebaut.
Wir haben in Kapitel 3 zwischen Abschlusskosten, Inkassokosten und Verwaltungskosten
unterschieden (S.14).
i) Für die Abschlusskosten wird meist ein einmaliger Betrag, der proportional zur versi-
cherten Summe ist, verrechnet. Abschlusskosten wollen wir im Folgenden als α-Kosten
bezeichnen, den entsprechenden Kostensatz nennen wir α. Wie der Name schon sagt,
handelt es sich um Kosten, die nur dann anfallen, wenn es zum Abschluss eines Vertrags
kommt.
ii) Inkassokosten (oder β-Kosten) sind proportional zu der (noch zu deﬁnierenden) aus-
reichenden Prämie (Kapitel 8.1). Den entsprechenden Satz bezeichnen wir mit β.
iii) Verwaltungskosten (γ-Kosten) werden für die ganze Versicherungsdauer jeweils zu Jah-
resbeginn budgetiert. Wir nehmen an, dass die γ-Kosten proportional zur Versicherungs-
summe sind. Den entsprechenden Satz bezeichnen wir mit γ.
Es sei hier festgehalten, dass die Annahmen über die Proportionalität der Kosten willkürlich
getroﬀen wurden. Natürlich spielen auch Komponenten, welche von der Höhe der Polizze
unabhängige Fixkosten sind, eine Rolle. Die Proportionalitätsfaktoren α, β und γ hängen
im Allgemeinen von der Art der Versicherung ab (Gerber, 1986, S.100f und [24]).
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8.1. Die ausreichende Prämie
8.1. Die ausreichende Prämie
Unter der ausreichenden Prämie P a versteht man die Jahresprämie, welche im Erwartungs-
wert gerade ausreicht um die versicherte Leistung und die anfallenden Kosten zu ﬁnanzieren.
Bemerkung: In der Literatur wird als Synonym für die ausreichende Prämie auch der Begriﬀ
Bruttoprämie verwendet.
Es ist
P a = P + Pα + P β + P γ, (8.1)
wobei P die jährliche Nettoprämie bezeichnet und Pα, P β und P γ für die entsprechenden
Kostenzuschläge (also für die entsprechenden anteilsmäßigen Prämienzahlungen an den ein-
zelnen Kosten) stehen (Gerber, 1986, S.101 und [25]).
Im Gegensatz zur induktiven Herleitung von Formel (6.8) (Seite 91) [Nettodeckungskapital
einer gemischten Versicherung] möchten wir für die Erklärung der folgenden Formel (8.2)
den deduktiven Erklärungsansatz wählen.
Es wird also zuerst die Formel angeschrieben und anschließend erläutert.
Zunächst betrachten wir eine gemischte Versicherung (κ1 = κ2 = κ = 1) mit einer Laufzeit
von n Jahren. Die versicherte Person hat beim Eintritt in die Versicherung das Alter x. Die
Prämienzahlungen erfolgen jährlich vorschüssig. Für die ausreichende Prämie P ax,n gilt:
P ax,n · a¨x,n = Ax,n + α + β · P ax,n · a¨x,n + γ · a¨x,n (8.2)
Durch die ausreichende Prämie müssen also neben der Versicherungssumme auch die einzel-
nen Kosten (α-, β- und γ-Kosten) anteilsmäßig gedeckt werden.
Erklärung von Formel (8.2):
Linke Seite:
Die ausreichende Prämie P a kann man quasi als vorschüssige temporäre Rente der Dau-
er n Jahre auﬀassen. Schließlich wird sie jährlich vorschüssig eingezahlt. Der Barwert der
ausreichenden Prämie P ax,n ist dann:
Y =
 P ax,n · 1−v
K+1
1−v für K = 0, 1, ..., n− 1
P ax,n · 1−v
n
1−v für K ≥ n
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(siehe Kapitel 5.2.2, S.64).







1−v · kpx · qx+k + P ax,n · 1−v
n
1−v · npx =









= P ax,n · (
∑n−1
k=0 a¨k+1 · kpx · qx+k + a¨n · npx)
(5.9)
= P ax,n · a¨x,n.
Rechte Seite:
Bei der Erklärung der rechten Seite der Gleichung wollen wir auf die einzelnen Summanden
gesondert eingehen.
• Die Versicherungssumme κ = κ1 = κ2 = 1 wird ebenfalls auf den Barwert bezogen.
Der Barwert des Kapitals κ = 1 ist:
Z =
 vK+1 für K = 0, 1, ..., n− 1vn für K ≥ n
(siehe Kapitel 5.1.3, S.57).




vk+1 · kpx · qx+k︸ ︷︷ ︸
A1x,n(Kapitel 5.1.1 (ii))




• Die Abschlusskosten (α-Kosten) sind proportional zur versicherten Summe. Diese ist
in unserem Beispiel κ = 1. Der Proportionalitätsfaktor ist also der entsprechende
Kostensatz α. Somit erhalten wir für die α-Kosten: α · 1 = α.
Da die Abschlusskosten bei Vertragsabschluss bilanziert werden, müssen wir sie weder
ab- noch aufzinsen. Der Barwert der Abschlusskosten ist also α.
• Die Inkassokosten (β-Kosten) entstehen durch das Einziehen der Prämien ([26]) und
sind proportional zur ausreichenden Prämie P a. Der Proportionalitätsfaktor ist der
Kostensatz β. Wir erhalten für die Inkassokosten einer gemischten Versicherung:
β · P ax,n, was entsprechend abgezinst (auf den erwarteten Barwert bezogen) mit
β · P ax,n · a¨x,n in Formel (8.2) (Seite 113) einﬂießt.
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• Die γ-Kosten umfassen alle inneren Verwaltungskosten, soweit sie nicht zum Versiche-
rungsabschluss gehören ([26]). Sie werden auf die gleiche Bezugsgröße wie die α-Kosten
bezogen (also in unserem Fall auf die Versicherungssumme), unterscheiden sich von ih-
nen aber dadurch, dass sie jeweils zu Jahresbeginn budgetiert werden. Wir können sie
also wieder als eine vorschüssige temporäre Rente der Dauer n Jahre deuten und müs-
sen daher entsprechend abzinsen um auf den erwarteten Barwert zu kommen. Durch
die Proportionalität zur Versicherungssumme κ = 1 (Proportionalitätsfaktor ist der
Kostensatz γ) erhalten wir in unserem Beispiel für die γ-Kosten einer gemischten Ver-
sicherung: γ · 1 = γ, was entsprechend abgezinst mit γ · a¨x,n in Formel (8.2) (Seite
113) einﬂießt.
Beispiel 8.1:
Berechnen Sie mit Hilfe der Leibrenten- und Sterbetafel 2000/02 für Österreich die ausrei-
chende Prämie P a (jährlich vorschüssig) für eine gemischte Versicherung mit einer Laufzeit
von n = 10 Jahren für einen 40-jährigen Mann, wenn mit einem Zinssatz von i = 3% gerech-
net wird! Die Versicherungssumme sei κ = κ1 = κ2 = 1, die Abschlusskosten machen 5% der
Versicherungssumme aus, die Inkassokosten betragen 1% der ausreichenden Prämie und die
Verwaltungskosten 1% der Versicherungssumme.
Lösung:
Abschlusskosten: α = 0, 05 somit: 0, 05 · 1 = 0, 05
Inkassokosten: β = 0, 01 somit: 0, 01 · P a40,10
auf den Barwert bezogen: 0, 01 · P a40,10 · a¨40,10
Verwaltungskosten: γ = 0, 01 somit: 0, 01 · 1 = 0, 01
auf den Barwert bezogen: 0, 01 · a¨40,10
Wir setzen in Formel (8.2) (Seite 113) ein:
P a40,10 · a¨40,10 = A40,10 + 0, 05 + 0, 01 · P a40,10 · a¨40,10 + 0, 01 · a¨40,10.
Nebenrechnung:
a¨40,10 = a¨40 − 10p40 · v10 · a¨50 = a¨40 − l50l40 · v10 · a¨50 (Formel (5.17), S.73)
a¨40,10 = 22, 308− 9397596789 · ( 11,03)10 · 18, 840 ≈ 8, 6968
A40,10 = 1− d · a¨40,10 = 1− (1− v) · a¨40,10 (Formel (5.10), S.65)
A40,10 = 1− (1− 11,03) · 8, 6968 ≈ 0, 7467
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Nach entsprechender Umformung von Formel (8.2) (Seite 113) zu
P ax,n =
Ax,n + α + γ · a¨x,n
(1− β) · a¨x,n (8.3)
ergibt sich für die ausreichende Prämie P a40,10:
P a40,10 =
0, 7467 + 0, 05 + 0, 01 · 8, 6968
(1− 0, 01) · 8, 6968 ≈ 0, 1026.
Bemerkung:






(Formel (6.3) auf S.76)
Die ausreichende Prämie beträgt hier also ca. 120% der Nettoprämie, exakt:
0, 08586 · 1, 1954 ≈ 0, 1026.
3













= 1+α1−β · Px,n + α·d+γ1−β ,
und wir kommen so auf einen relativ einfachen Zusammenhang zwischen ausreichender Prä-
mie und jährlicher Nettoprämie.
Indem wir Formel (8.2) (Seite 113) durch a¨x,n dividieren, erhalten wir die Aufteilung der aus-
reichenden Prämie in Nettoprämie und Kostenzuschläge (anteilsmäßige Prämienzahlungen
der einzelnen Kosten) gemäß Formel (8.1) (Seite 113):
P ax,n = Px,n +
α
a¨x,n
+ β · P ax,n + γ. (8.4)
Betrachten wir von Formel (8.4) jenen Summanden, der den Abschlusskostenanteil Pα der
ausreichenden Prämie angibt, näher, so stellen wir fest, dass die Abschlusskosten vom Versi-
cherungsnehmer quasi durch eine Rente gezahlt werden. Er zahlt also bei Vertragsabschluss
(k = 0) nicht die gesamten Abschlusskosten der Höhe α mal der Versicherungssumme (in
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Beispiel 8.1 (S.115) mit κ = 1 hatten wir α ·κ = 0, 05 · 1 = 0, 05) auf einmal ein. Stattdessen
werden ihm die Abschlusskosten anteilsmäßig in die Prämie einberechnet.
Der Versicherungsnehmer zahlt mit seiner Prämie P a zwar in Summe (im Erwartungswert)
die gesamten Abschlusskosten (für κ = 1 betragen diese α), zum Zeitpunkt k = 0 hat er mit
seiner ersten Prämienzahlung jedoch erst Pα = α
a¨x,n
davon gezahlt.
Anders ausgedrückt: Es ist Pα = α
a¨x,n
jener Anteil an den Abschlusskosten, die der Versi-
cherungsnehmer mit jeder Prämienzahlung der Höhe P a zahlt. In Summe zahlt er wegen
Pα · a¨x,n = αa¨x,n · a¨x,n = α im Erwartungswert (auf den Barwert bezogen) [aber ohnehin] die
gesamten Abschlusskosten.
Für das Versicherungsunternehmen ist diese Tatsache allerdings mit einem Liquiditätseng-
pass verbunden ([24], S.27 und [25], S.24). Das bedeutet, dass das Deckungskapital so wie wir
es bisher berechnet haben, bei Einbezug der Kosten die tatsächliche wirtschaftliche Situation
des Versicherungsunternehmens nicht korrekt darstellt.
Während der Versicherungsgesellschaft bei Vertragsabschluss rechnungsmäßig Kosten in der
Höhe von α mal der Versicherungssumme (in Beispiel 8.1 (S.115) mit κ = 1 hatten wir
α · κ = 0, 05 · 1 = 0, 05) entstehen, zahlt der Versicherungsnehmer bei Vertragsabschluss
(k = 0) durch das Einzahlen seiner ersten Prämie P a nur eine Zahlung der Höhe Pα = α
a¨x,n
für die Abschlusskosten.
Somit bleibt eine Forderung gegenüber dem Versicherungsnehmer auf Tilgung der verblei-
benden Abschlusskosten bestehen. Die Folge ist nun, dass das Nettodeckungskapital um eben
diese ausstehende Forderung vermindert wird.
Wir erinnern uns: In Kapitel 6.2.1 haben wir das Nettodeckungskapital zum Zeitpunkt k = 0
aufgrund der Deﬁnition der Nettoprämie gleich null gesetzt. Es war 0Vx,n = 0. Durch das
Einﬂießenlassen der Kosten wollen wir nun das Nettodeckungskapital um die ausstehende
Forderung der Abschlusskosten vermindern und erhalten
0V
Z
x,n = −α. (8.5)
Die Idee, die Abschlusskosten durch das Deckungskapital zu ﬁnanzieren geht auf den Versi-
cherungsmathematiker August Zillmer (18311893) zurück. In Kapitel 3 (Geschichte des
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Versicherungswesens) (S.13f) haben wir seinen Namen schon kennengelernt (Zillmerverfah-
ren, 1863); jetzt wissen wir genauer, was es mit dem Zillmerverfahren auf sich hat. Das um
die Abschlusskosten verminderte Nettodeckungskapital 0V Zx,n ist nach August Zillmer be-
nannt und heißt auch Zillmerreserve oder gezillmertes Deckungskapital ([24], S.28 und [25],
S.24).
Wir können das negative Deckungskapital folgendermaßen interpretieren:
Der Versicherte beginnt mit einem negativen Deckungskapital, das dann im Laufe der Jahre
positiv wird und sich dem Nettodeckungskapital nähert. Das negative Deckungskapital ist
also quasi ein Darlehen der Versicherungsgesellschaft, das in den ersten Jahren zurückgezahlt
wird.









, also die Nettoprämie vermehrt um den jährlichen Abschlusskostenzuschlag,
heißt auch Zillmerprämie ([24], S.27 und [25], S.25).
Formel (8.3) (Seite 116) lässt sich, indem wir den Bruch mit 1
a¨x,n










1− β . (8.6)
Die in diesem Kapitel bisher kennengelernten Formeln für die gemischte Versicherung lassen
sich im Allgemeinen sehr gut auf andere Versicherungstypen übertragen.
Beispielsweise gilt für die ausreichende Prämie einer lebenslänglichen Todesfallversicherung
(κ = 1) mit lebenslänglicher Beitragszahlung in Analogie zu Formel (8.2), (8.4), (8.3) und
(8.6)
P ax · a¨x = Ax + α + β · P ax · a¨x + γ · a¨x
P ax = Px +
α
a¨x






Die Abschlusskosten betragen hier meist zwischen 3 und 3, 5% der Versicherungssumme.
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Die Inkassokosten können zwischen 0 und 1% (vor allem bei Einmalprämien) und zwischen
1 und 3% (bei laufenden Prämienzahlungen) der ausreichenden Prämie liegen.
Die Verwaltungskosten liegen bei 0, 3 bis 0, 5% der Versicherungssumme.
Häuﬁg wird noch zwischen den Verwaltungskosten während der Prämienzahlungsdauer und
jenen während der Versicherungsdauer unterschieden ([24], S.26 und [25], S.24).
Die angegebenen Prozentwerte sind nur als ungefähre Richtwerte aufzufassen; sie werden in
der Praxis neben der Art der Versicherung auch von den genauen Versicherungsmodalitäten
abhängen.
Beispiel 8.2:
Berechnen Sie mit Hilfe der Leibrenten- und der Sterbetafel 2000/02 für Österreich die
Nettoprämie und die ausreichende Prämie P a (jährlich vorschüssig) für eine lebenslängliche
Todesfallversicherung mit lebenslänglicher Beitragszahlung für einen 31-jährigen Mann, wenn
mit einem Zinssatz von i = 3% gerechnet wird!
Die Versicherungssumme sei κ = 1 und die Kosten betragen α = 0, 035, β = 0, 02, γ = 0, 003.
Lösung:
• a¨31 = 24, 905 (Tabelle)





• P a31 = A31+α+γ·a¨31(1−β)·a¨31 =
0,2746+0,035+0,003·24,905
(1−0,02)·24,905 ≈ 0, 0157
Die ausreichende Prämie beträgt hier also ca. 143% der Nettoprämie, exakt:
0, 0110 · 1, 42809 ≈ 0, 0157.
3
Betrachten wir nun noch die ausreichende Prämie einer lebenslänglichen Todesfallversiche-
rung (κ = 1) mit abgekürzter Beitragszahlungsdauer. Die versicherte Person ist bei dieser
Versicherungsform zwar bis zu ihrem Ableben versichert, muss aber nur für die Dauer von
n Jahren die Prämie einzahlen. Da die Prämie nur n Jahre gezahlt wird, entfallen auch
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die Inkassokosten nach diesen n Jahren. An den Verwaltungskosten (γ-Kosten) bleibt der
Versicherte freilich lebenslänglich beteiligt. Es gilt:






+ β · P ax + γ · a¨xa¨x,n = Px + αa¨x,n + β · P ax + γ · a¨xa¨x,n ,







1−β , wobei PZx = Px +
α
a¨x,n
8.2. Das ausreichende Deckungskapital
8.2.1. Das ausreichende Deckungskapital bei einer gemischten
Versicherung
Wir haben in Kapitel 6.2 das Nettodeckungskapital am Ende des k-ten Jahres für eine
gemischte Versicherung mit einer Laufzeit von n Jahren mit kVx,n bezeichnet und nach Formel
(6.8) (Seite 91) wie folgt berechnet:
kVx,n = Ax+k,n−k − Px,n · a¨x+k,n−k (k = 0, 1, ..., n− 1),
wobei Ax+k,n−k der erwartete Barwert der zukünftigen Versicherungsleistung, Px,n die Net-
toprämie und Px,n · a¨x+k,n−k der erwartete Barwert der zukünftigen Prämien war.
Unter dem ausreichenden Deckungskapital am Ende des k-ten Jahres kV a versteht man
allgemein die Diﬀerenz zwischen dem erwarteten Barwert der zukünftigen Versicherungsleis-
tungen und Kosten und dem erwarteten Barwert der zukünftigen ausreichenden Prämien
([24], S.28f und [25], S.25f sowie Gerber, 1986, S.102f).
Die Deﬁnition des Deckungskapitals von Kapitel 6.2 wird hier also insofern umgeändert,
dass einerseits zuzüglich zum Barwert der zukünftigen Versicherungsleistungen auch der
Barwert der zukünftigen Kosten miteinbezogen wird und dass andererseits vom Barwert der
zukünftigen ausreichenden Prämie ausgegangen wird.
Für das ausreichende Deckungskapital am Ende des k-ten Jahres für eine gemischte Versi-
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cherung mit einer Laufzeit von n Jahren erhalten wir:
kV
a
x,n = Ax+k,n−k + β · P ax,n · a¨x+k,n−k + γ · a¨x+k,n−k − P ax,n · a¨x+k,n−k, (8.7)
wobei Ax+k,n−k + β · P ax,n · a¨x+k,n−k + γ · a¨x+k,n−k den erwarteten Barwert der zukünftigen
Versicherungsleistung und den erwarteten Barwert der zukünftigen Kosten bezeichnet und
P ax,n · a¨x+k,n−k für den erwarteten Barwert der zukünftigen ausreichenden Prämie steht.




= Ax+k,n−k + β · P ax,n · a¨x+k,n−k + γ · a¨x+k,n−k − (Px,n +
α
a¨x,n
+ β · P ax,n + γ)︸ ︷︷ ︸
Pax,n
· a¨x+k,n−k =








· a¨x+k,n−k = Ax+k,n−k − PZx,n · a¨x+k,n−k.
Die Begriﬀe Zillmerquote und Zillmerprämie von Kapitel 8.1 spielen also bei der Berech-
nung des ausreichenden Deckungskapitals eine wesentliche Rolle.
Das ausreichende Deckungskapital der Form
kV
a
x,n = Ax+k,n−k − PZx,n · a¨x+k,n−k (8.8)
ﬁndet man in der Literatur auch als Zillmer-Deckungskapital, gezillmertes Deckungskapi-













wobei kVx,n das Nettodeckungskapital ist.
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Beweis von Formel (8.10):
kV
Z
x,n = Ax+k,n−k − PZx,n · a¨x+k,n−k = Ax+k,n−k − (Px,n + αa¨x,n ) · a¨x+k,n−k =
= Ax+k,n−k − Px,n · a¨x+k,n−k︸ ︷︷ ︸
=kVx,n Formel (6.8), S.91
− α
a¨x,n
· a¨x+k,n−k = kVx,n − αa¨x,n · a¨x+k,n−k
2









x,n = Ax+k,n−k − (Px,n + αa¨x,n ) · a¨x+k,n−k (Formel (8.8) auf S.121).




ist das äquivalent mit Ax,n+α
a¨x,n
+ γ = (1− β) · P ax,n.
Multiplizieren wir diese Gleichung nun mit a¨x,n: Ax,n +α+ γ · a¨x,n = (1− β) ·P ax,n · a¨x,n.
Entsprechend umgeformt erhalten wir P ax,n =
Ax,n+α+γ·a¨x,n
(1−β)·a¨x,n . Diese Formel ist von Ka-
pitel 8.1 (Formel (8.3), S.116) schon bekannt. Wir haben den Ausdruck somit auf eine wahre
Aussage geführt.
2
Es gibt also mehrere Möglichkeiten sich das ausreichende Deckungskapital zu berechnen. Je
nach Angabe möge man die am besten geeignete Formel zur Berechnung auswählen.
Wir berechnen nun das ausreichende Deckungskapital zum Zeitpunkt k = 0 (also für den




x,n = 0Vx,n −
α
a¨x,n
· a¨x,n = 0− α = −α,
das wir aufgrund von Formel (8.5) (Seite 117) erwartet haben und somit auch auf diese Weise
rechnerisch gezeigt haben.
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x,n = nVx,n −
α
a¨x,n
· a¨x+n,0︸ ︷︷ ︸
=0
= nVx,n = 1.
Nebenrechnung:
• a¨x+n,0 (5.17)= a¨x+n − 0px · v0 · a¨x+n+0 = a¨x+n − lxlx · v0 · a¨x+n = a¨x+n − a¨x+n = 0
• nVx,n = 1− a¨x+n,n−na¨x,n (Formel (6.9) Seite 94)
nVx,n = 1− a¨x+n,0a¨x,n = 1− 0a¨x,n = 1− 0 = 1
Das ausreichende Deckungskapital wird während der Vertragsdauer also Werte im Intervall
[−α; 1] annehmen.
Sollte die Versicherung vor dem Zeitpunkt τ (wobei 0 < τ < n), an dem τV ax,n = 0 gilt, been-
det werden (beispielsweise durch das Ableben der versicherten Person oder durch Stornierung
des Versicherungsvertrages), müssen der Versicherungsgesellschaft entsprechende Rücklagen
zur Verfügung stehen, weil die Finanzierung der Abschlusskosten dieses Versicherungsver-
trages nicht mehr durch weitere Prämieneinnahmen erfolgen kann ([24], S.29).
Für große Werte von α kann das ausreichende Deckungskapital in den ersten Versicherungs-
jahren negativ sein. Es ist aber natürlich erstrebenswert, dass das Zeitintervall [0; τ ] (mit
0 < τ < n) nicht allzu groß ist. Aus diesem Grund wurden Höchstwerte für α postuliert.
Beispielsweise wurde vereinbart, dass der Kostensatz α der Abschlusskosten höchstens so
groß ist wie jener Satz, bei dem das ausreichende Deckungskapital am Ende des ersten
Jahres (k = 1) verschwindet (Gerber, 1986, S.103). Es soll also höchstens τ = 1 sein.
Bei einer gemischten Versicherung (κ = κ1 = κ2 = 1) ergibt sich somit durch die Bedingung
1V
a










x,n = 1Vx,n − α · a¨x+1,n−1a¨x,n .
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1− 1Vx,n ersetzen und kommen aufgrund der Bedingung 1V ax,n = 0 schließlich zur Gleichung
0 = 1Vx,n − α · (1− 1Vx,n), die entsprechend umgeformt Formel (8.12) liefert.
2
Dieser Höchstsatz für α kann auch durch die folgende Formel berechnet werden:
α = (Px+1,n−1 − Px,n) · a¨x,n (8.13)
(Gerber, 1986, S.103).
Beweis:






= Ax+1,n−1 − Px,n · a¨x+1,n−1 (6.3) für κ=1= Ax+1,n−1 − Px,n · Ax+1,n−1Px+1,n−1 =
= Ax+1,n−1 · (1− Px,nPx+1,n−1 )
(6.3)
= Px+1,n−1 · a¨x+1,n−1 · Px+1,n−1−Px,nPx+1,n−1 =
= (Px+1,n−1 − Px,n) · a¨x+1,n−1;
Nenner: 1− 1Vx,n = a¨x+1,n−1a¨x,n (Formel (6.9), S.94 umgeformt);





= (Px+1,n−1 − Px,n) · a¨x,n.
2
Wir können nun Formel (8.13) folgendermaßen umformen:








= PZx,n gerade P+P
α gemäß Formel (8.1) (S.113) ist. Das heißt Px+1,n−1 = P+Pα.
Diesen Zusammenhang können wir, weil 1V ax,n = 0 gelten soll, so interpretieren:
Jener Prämienanteil von je P + Pα, der ab dem Alter x+ 1 erbracht wird, reicht gerade zur
Finanzierung der zukünftigen Deckung aus.
Wir haben in unseren Überlegungen τ = 1 gesetzt und so die Formeln (8.12), (8.13) und
(8.14) aufgestellt.
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In der Praxis werden die für α zulässigen Höchstwerte meist prozentuell angegeben. Meist
wird ein Wert von α = 3, 5% nicht überschritten (Gerber, 1986, S.103).
Ebenso wie die ausreichende Prämie P a kann auch das ausreichende Deckungskapital kV a
am Ende des k-ten Jahres nach Komponenten zerlegt werden.
Es ist
kV




wobei kV das Nettodeckungskapital bezeichnet und kV α, kV β und kV γ für die entsprechenden
Kostenkomponenten stehen.









= −α · (1− kVx,n) = α · (kVx,n − 1). (8.16)
Da α
a¨x,n
= Pα (Zillmerquote, S.118) können wir Formel (8.16) auch schreiben als
kV
α
x,n = −Pα · a¨x+k,n−k, und interpretieren kV α als minus der erwartete Barwert der
zukünftigen Pα Kostenzuschläge (Gerber, 1986, S.102).
• kV βx,n = 0
• kV γx,n = 0,
wobei kV γ allgemein als Diﬀerenz aus dem erwarteten Barwert der zukünftigen Ver-
waltungskosten und dem erwarteten Barwert der zukünftigen P γ berechnet wird. Die
sogenannte Verwaltungskostenreserve kV γ einer gemischten Versicherung ist also
kV
γ
x,n = γ · a¨x+k,n−k − P γ · a¨x+k,n−k, und wegen kV γx,n = 0, gilt γ = P γ.
Somit lässt sich das ausreichende Deckungskapital einer gemischten Versicherung am Ende
des k-ten Jahres auch wie folgt angeben:
kV
a
x,n = kVx,n + kV
α
x,n︸ ︷︷ ︸
=kV Zx,n gezillmertes Deckungskapital
(8.16)
= kVx,n − α · (1− kVx,n) =
= kVx,n − α + α · kVx,n = (1 + α) · kVx,n − α (8.17)
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Beispiel 8.3
([28], Bsp. 26)
Ein 20-jähriger Mann schließt eine gemischte Versicherung mit einer Laufzeit von n = 45
Jahren ab, wobei κ = κ1 = κ2 = 1 und i = 3% gelten soll. Die jährlichen Prämienzahlungen
erfolgen vorschüssig über die gesamte Versicherungsdauer.
Der Versicherung werden die folgenden Kostenzuschläge zu Grunde gelegt:
• α = 1h der Versicherungssumme. Der Kostenzuschlag Pα ist jährlich vorschüssig
zahlbar für jedes Jahr der Versicherungsdauer.
• β = 3% der ausreichenden Jahresprämie. Der Kostenzuschlag P β ist jährlich vorschüs-
sig zahlbar für jedes Jahr der Versicherungsdauer.
• γ = 1h der Versicherungssumme. Der Kostenzuschlag P γ ist jährlich vorschüssig zahl-
bar für jedes Jahr der Versicherungsdauer.
Die Abschlusskosten werden einmalig zu Versicherungsbeginn gezillmert.
Bearbeiten Sie mit Hilfe der Sterbetafel und der Leibrententafel für Österreich 2000/02
folgende Punkte:
a) Bestimmen Sie das Nettodeckungskapital 2V20,45!
b) Wie hoch ist die ausreichende Prämie P a20,45 für den zu Grunde liegenden Versiche-
rungsvertrag?
c) Geben Sie eine Gleichung für das gezillmerte Deckungskapital 2V Z20,45 an und berechnen
Sie es!
d) Wie hoch darf der Abschlusskostensatz α höchstens sein, damit das ausreichende De-
ckungskapital nach zwei Jahren bereits positiv ist?
Lösung:
Es ist x = 20 und n = 45.
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a)
2V20,45 = A22,43 − P20,45 · a¨22,43 Formel (6.8), S.91
2V20,45 = A22,43 − A20,45a¨20,45 · a¨22,43 Formel (6.3), S.76 für κ = 1
2V20,45 = (1− d · a¨22,43)− (1− d · a¨20,45) · a¨22,43a¨20,45 Formel (5.10), S.65
Nebenrechnung:
a¨22,43 = a¨22 − 43p22 · v43 · a¨22+43 Formel (5.17), S.73
a¨22,43 = a¨22 − l65l22 · ( 11+i)43 · a¨65 Formel (4.27), S.38 und Formel (4.3), S.22
a¨22,43 = 26, 912− 8150298675 · ( 11,03)43 · 12, 771 Sterbetafel und Leibrententafel
a¨22,43 ≈ 23, 953
Analog:
a¨20,45 = a¨20 − l65l20 · ( 11+i)45 · a¨65 = 27, 285− 8150298877 · ( 11,03)45 · 12, 771 ≈ 24, 501
Somit:













20,45 = A22,43 − PZ20,45 · a¨22,43 Formel (8.9), S.121
2V
Z





·a¨22,43 Formel (5.10), S.65
2V
Z
20,45 = (1− (1− 11,03) · a¨22,43)− (A20,45a¨20,45 + α · 1a¨20,45 ) · a¨22,43 Formel (6.3), S.76 für κ = 1
2V
Z








20,45 ≈ 0, 021412.
Eine andere Möglichkeit 2V Z20,45 zu berechnen ist durch Formel (8.10), S.121 gegeben:
2V
Z




)− α · a¨22,43
a¨20,45
=
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d)
Das ausreichende Deckungskapital am Ende des zweiten Jahres soll positiv sein. Es gilt somit
die Bedingung 2V Z20,45 ≥ 0.
Eingesetzt in die unter c) angeführte Formel erhalten wir
2V
Z
20,45 = 1− (1 + α) · a¨22,43a¨20,45 ≥ 0.
Diese Ungleichung lösen wir nach α auf:
α ≤ a¨20,45
a¨22,43
− 1 ⇐⇒ α ≤ 24,501
23,953
− 1 ⇐⇒ α ≤ 0, 02290.
Der Abschlusskostensatz α darf maximal 22, 9h sein.





















Betrachten wir nun als nächstes das ausreichende Deckungskapital bei lebenslänglichen To-
desfallversicherungen. Hierbei müssen wir unterscheiden, ob die Betragszahlungsdauer
(i) lebenslänglich oder (ii) abgekürzt erfolgen.
8.2.2. Das ausreichende Deckungskapital bei einer lebenslänglichen
Todesfallversicherung mit lebenslänglicher
Beitragszahlungsdauer
Im Wesentlichen lassen sich die Formeln, die wir bei der gemischten Versicherung hergeleitet
haben, hier in Analogie übernehmen.
Es gilt:
• kV ax = Ax+k + β · P ax · a¨x+k + γ · a¨x+k − P ax · a¨x+k analog zu (8.7)
• kV ax = kV Zx = Ax+k − PZx · a¨x+k = kVx − αa¨x · a¨x+k analog zu (8.8), (8.9), (8.10),
wobei PZx = Px +
α
a¨x
die Zillmerprämie (S.118) ist.
• kV ax = Ax+k − ((1− β) · P ax − γ) · a¨x+k analog zu (8.11)
• kV ax = kVx − αa¨x · a¨x+k
(6.12)
= kVx − α · (1− kVx) analog zu (8.10), (8.17).
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Betrachten wir den Ausdruck kV ax = kVx − α · a¨x+ka¨x gemäß Komponentenzerlegung (8.15), so
fällt auf, dass auch in diesem Fall kV γ = 0 gilt. Da, wie zuvor bei den Überlegungen zur
gemischten Versicherung, auch hier die Laufzeit der Versicherung mit der Dauer der Bei-
tragszahlungen ident ist, werden die Verwaltungskosten, die für die Dauer der Versicherung
anfallen, ebensolang gezahlt.
Das bedeutet, dass wegen γ · a¨x+k−P γ · a¨x+k = 0 kein Beitrag zum Deckungskapital erfolgt.
8.2.3. Das ausreichende Deckungskapital bei einer lebenslänglichen
Todesfallversicherung mit abgekürzter Beitragszahlungsdauer
Im Gegensatz zu 8.2.2 erfolgt hier die Prämienzahlung nur n Jahre lang. Die Inkassokosten
(β-Kosten) und die ausreichende Prämie P a müssen also bei der Berechnung des Deckungs-
kapitals am Ende des k-ten Jahres (wobei k < n) nur (n− k) Jahre abgezinst werden.
Da der Versicherte aber lebenslänglich an den Verwaltungskosten beteiligt bleibt, müssen die
erwarteten Kosten der Höhe γ ·1 · a¨x (auf den Barwert bezogen) mit nur n Prämienzahlungen
erbracht werden. Diese Prämienzahlungen der Höhe P γ (= Kostenzuschlag für die γ-Kosten)
sind also auf diese n Jahre betrachtet zu hoch.
Es wird eben ein gewisser Teil der Prämie P γ benötigt, um die in Zukunft erwarteten
γ-Kosten in den prämienfreien Jahren (also die vollen Jahre, die vom Ende der Beitragszah-
lungen bis zum Ableben der versicherten Person verbleiben) zu decken. Dieser Teil wird also
quasi im Deckungskapital angespart ([25], S.26).
Es gelten folgende Zusammenhänge:
• kV ax = Ax+k + β · P ax · a¨x+k,n−k + γ · a¨x+k − P ax · a¨x+k,n−k analog zu (8.7)
• kV ax = Ax+k − ((1− β) · P ax − γ · a¨x+ka¨x+k,n−k ) · a¨x+k,n−k analog zu (8.11).










1−β (S.120) erhalten wir
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kV
a
x = Ax+k − (PZx + γ · a¨xa¨x,n − γ ·
a¨x+k
a¨x+k,n−k
) · a¨x+k,n−k =
= Ax+k − PZx · a¨x+k,n−k︸ ︷︷ ︸
kV Zx
+ γ · a¨x+k − γ · a¨xa¨x,n · a¨x+k,n−k︸ ︷︷ ︸
kUx
,
wobei kUx die Verwaltungskostenreserve bei der lebenslänglichen Todesfallversicherung mit
abgekürzten Beitragszahlungen ist.
Es ist hier also kV ax = kV Zx + kUx für k < n ([24], S.28f).
Wir haben die Verwaltungskostenreserve kV γ allgemein als Diﬀerenz zwischen dem erwarte-
ten Barwert der zukünftigen Verwaltungskosten (hier: γ · a¨x+k) und dem erwarteten Barwert
der zukünftigen P γ berechnet.
Für die lebenslängliche Todesfallversicherung mit abgekürzter Beitragszahlungsdauer ist
dann
kV
γ = γ · a¨x+k − P γ · a¨x+k,n−k 6= 0.
Wegen kUx = kV γ ist P γ = γ · a¨xa¨x,n ⇐⇒ P γ · a¨x,n = γ · a¨x.
Somit lässt sich die Verwaltungskostenreserve wie folgt umformen:
kV
γ = γ · a¨x+k − P γ · a¨x+k,n−k = γ · (a¨x+k − a¨xa¨x,n · a¨x+k,n−k) =





= γ · a¨x · [(1− kVx)− (1− kVx,n)] =
= γ · a¨x · (1− kVx − 1 + kVx,n) = γ · a¨x · (kVx,n − kVx).
Für die Berechnung des Deckungskapitals in der Zeit nach Ende der Beitragszahlungsdauer
(k ≥ n) fallen die Summanden, in denen a¨x+k,n−k vorkommt, weg, und es bleibt für die
Berechnung des Deckungskapitals am Ende des k-ten Jahres (wobei k ≥ n):
kV
a
x = Ax+k + γ · a¨x+k︸ ︷︷ ︸
=kV γ
.
Auch hier haben wir wieder den Vorteil, dass sich die eben hergeleiteten Formeln in einer
gewissen Analogie für andere Versicherungsformen, bei denen eine abgekürzte Beitragszah-
lungsdauer vorliegt, übertragen lassen.
Beispielsweise gilt für eine gemischte Versicherung der Dauer n Jahre und einer abgekürzten
Prämienzahlungsdauer von m Jahren (m < n) für die Verwaltungskostenreserve kV γ für
k = 1, 2, ...,m− 1:
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kV












= γ · a¨x,n · (kVx,m − kVx,n)
und für k = m,m+ 1, ...:
kV
γ = γ · a¨x+k,n−k (Gerber, 1986, S.103).
Betrachten wir abschließend noch folgendes Beispiel, bei dem Analogieschlüsse eingehen:
Beispiel 8.4
Berechnen Sie das ausreichende Deckungskapital am Ende des k-ten Jahres von einer tempo-
rären Todesfallversicherung mit einer Laufzeit von n Jahren und einer Beitragszahlungsdauer







x+k,n−k + β · P 1ax,n · a¨x+k,m−k + γ · a¨x+k,n−k − P 1ax,n · a¨x+k,m−k =
= A1x+k,n−k − ((1− β) · P 1ax,n − γ · a¨x+k,n−ka¨x+k,m−k ) · a¨x+k,m−k
Wegen P 1ax,n · a¨x,m = A1x,n + α + β · P 1ax,n · a¨x,m + γ · a¨x,n






















x+k,n−k − ((1− β) ·
P 1Zx,n+γ· a¨x,na¨x,m
1−β − γ ·
a¨x+k,n−k
a¨x+k,m−k
) · a¨x+k,m−k =
= A1x+k,n−k − P 1Zx,n · a¨x+k,m−k︸ ︷︷ ︸
kV 1Zx,n


















x+k,n−k + γ · a¨x+k,n−k für k ≥ m
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ii) Gezillmertes Deckungskapital:
kV 1Zx,n = A
1




x,n = γ · a¨x+k,n−k − γ · a¨x,na¨x,m︸ ︷︷ ︸
P γ
·a¨x+k,m−k für k < m
kV
γ
x,n = γ · a¨x+k,n−k für k ≥ m
3
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